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Les graphes d'intervalles

7={[0,2],[1,3],[3,4]}

(R I
I1 I3

/

des noeuds <> des ensembles

une aréte les deux ensembles ve G
entre deux ¢= ont une intersection I/V
noeuds non vide V2

7 est une réalisation du graphe d'intersection G.
G est un graphe d'intervalles.



Qui a tué le Duc de Densmore ?

Une nouvelle de Claude Berge, un des |
fondateurs de I'Oulipo et de la théorie
des graphes moderne (1926-2002).

ke Killed rhe Diaike of Dienimsre?

Claude Berge, Qui a tué le Duc de Densmore ?,
La Bibliotheque oulipienne, n°67, 1994.

'Chevéleret, Paris, 1999 © Michel Las Vergnas



Qui a tué le Duc de Densmore ?

Le duc de Densmore est retrouvé mort dans l'explosion d'une piece de
son chateau de l'ile de White. Le meurtre a été commis a l'aide d'une
bombe placée avec précaution dans le labyrinthe du chateau, ce qui a
necessité une longue préparation en cachette dans le labyrinthe.

Or, avant son assassinat, le duc avait invité 8 femmes sur l'ile, celles-ci
se rappellent quelles autres femmes elles y ont vu, mais ont oublié a
quelle date precise elles y étaient :

- Ann a vu Betty, Cynthia, Emily, Felicia et Georgia

- Betty a vu Ann, Cynthia et Helen

- Cynthia a vu Ann, Betty, Diana, Emily et Helen

- Diana a vu Cynthia et Emily

- Emily a vu Ann, Cynthia, Diana et Felicia

- Felicia a vu Ann et Emily

- Georgia a vu Ann et Helen

- Helen a vu Betty, Cynthia et Georgia

Le marin qui faisait la navette vers l'ile a aussi oublié les dates, mais il se
souvient n'avoir transporté chacune que pour un seul aller retour.
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Qui a tué le Duc de Densmore ?

se rappellent quelles autres femmes elles y ont vu

Le graphe de la relation « a vu »
doit étre un graphe d'intervalles.

un seul aller retour
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Qui a tué le Duc de Densmore ?

Tout sous-graphe induit par un sous-ensemble
de sommets doit étre un graphe d'intervalles.

Sous-graphes problematiques
- G{a’b’g’h}]

- G:{a,C,g,h}]

- G[{a,b,c,d,e,f}]




Qui a tué le Duc de Densmore ?

Tout sous-graphe induit par un sous-ensemble
de sommets doit étre un graphe d'intervalles.

Sous-graphes problematiques

- Gb,g,h}]
- G[fajc,g,h}]
- G[{ajb,c,d,e,f}]




Qui a tué le Duc de Densmore ?

Tout sous-graphe induit par un sous-ensemble
de sommets doit étre un graphe d'intervalles.

Sous-graphes problematiques

- G[{a\b,g,h}]
: g - E%Q}Lf}] Ann est certainement

la coupable !
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Que doit-on retenir de cette histoire ?



Qui a tué le Duc de Densmore ?

Que doit-on retenir de cette histoire ?

- avec les analyses ADN, la théorie des graphes est un
des nouveaux outils d'investigation moderne a
disposition des policiers.



Qui a tué le Duc de Densmore ?

Que doit-on retenir de cette histoire ?

- la classe des graphes d'intervalles est bien connue et
caractérisée, il existe des algorithmes linéaires de
reconnaissance [Habib,McConnell,Paul,Viennot,2000 -
Booth,Lueker,1976],

- on s'est un peu familiarisés avec les graphes d'intervalles
et les contraintes sur la réalisation d'un graphe
d'intervalles,

- en particulier, les sous-graphes interdits d'une classe de
graphes,

- on a vu un exemple de ce que peuvent modeliser les
graphes d'intervalles : un ensemble d'intervalles de temps.



Les graphes trapézoidaux

7={([0,1],[0,1]),
([2,3],[4,6]),
([5,6],[0,3])}

des noeuds <> des ensembles

une aréte les deux ensembles ve G
entre deux <&> ont une intersection :>-v3
noeuds non vide V2

G est un graphe trapézoidal.



Classes de graphes

Tout graphe d'intervalles est un graphe trapézoidal.

7={[0,2],[1,3],[3,4]} —=—> 7={([0,2],[0,2]),([1,3],[1,3]),
([3,4],[3,4])}

2

La classe de graphes d'intervalles est incluse dans
celle des graphes trapézoidaux.




Graphe d'inclusion des classes de graphes

2-intervallaires cordes sans triplet ast. parfaits

co-comparabilite triangulés

N planaires extérieurs comparabilité
adjoints

: : bipartis
arcs circulaires

- permutation  arbres



Graphe d'inclusion des classes de graphes

Algorithmes polynomiaux

2-intervallaires cordes sans triplet ast. parfaits
\/ co-comparabilité triangulés
planaires extérieurs comparabilité
adjoints
: : 270i bipartis /\
arcs circulaires  (rapezoidaux P
intervalles permutation arbres

NP-complétude




Graphe d'inclusion des classes de graphes

2-intervallaires cordes sans triplet ast. parfaits

co-comparabilite

triangules
planaires extérieurs comparabilité
adjoints
: : trapézoidaux bipartis
arcs circulaires
classe classe de
graphes intervalles permutation  arbres

d'intersection



Graphe d'inclusion des classes de graphes

2-intervallaires cordes sans triplet ast. parfaits

co-comparabilite

triangulés
planaires extérieurs comparabilité
adjoints
_ : el bipartis
arcs circulaires ~ trape€zoidaux P
classe classe de
graphes intervalles permutation  arbres

d'intersection

; v, Vv

Graphe de permutation : i1234567 o' a?
graphe d'intersection des |—> .
v, Vv,

segments (k,k).
1427536 °
ligne des /i ligne des (/) ) Vs




Graphe d'inclusion des classes de graphes

2-intervallaires cordes sans triplet ast. parfaits

co-comparabilite

triangules
planaires extéerieurs comparabilité
adjoints
: : 3700 bipartis
arcs circulaires (rapezoidaux P
classe classe de
~ graphes intervalles permutation  arbres
d'intersection
Graphe d'arcs circulaires : v,
graphe d'intersection d'arcs — >v3
d'un cercle. 2 a, v,



Graphe d'inclusion des classes de graphes

2-intervallaires cordes sans triplet ast. parfaits

co-comparabilite

triangules
planaires extérieurs comparabilité
adjoints
: : trapézoidaux bipartis
arcs circulaires
classe classe de
graphes intervalles permutation  arbres

d'intersection

Vi &V,

Graphe adjoint : e,
graphe d'intersection des 91‘ ‘93 |:> . >92
V2 V4 ’

arétes d'un graphe.



Graphe d'inclusion des classes de graphes

2-intervallaires cordes sans triplet ast. parfaits

co-comparabilite

| | triangulés
planaires extérieurs comparabilité
adjoints
: : 3701 bipartis
arcs circulaires ~ trape€zoidaux P
classe classe de
graphes intervalles permutation  arbres

d'intersection

Graphe triangulé :
graphe d'intersection
d'une famille de
sous-arbres d'un arbre.




Graphe d'inclusion des classes de graphes

2-intervallaires cordes sans triplet ast. parfaits

co-comparabilite

triangulés
planaires extérieurs comparabilité
adjoints
: : 3701 bipartis
arcs circulaires ~ trape€zoidaux P
classe classe de
graphes intervalles permutation  arbres

d'intersection

Graphe de cordes : v
graphe d'intersection des :> R 3
cordes d'un cercle. v v



Graphe d'inclusion des classes de graphes

2-intervallaires cordes sans triplet ast. parfaits
co-comparabilite triangulés
planaires exterieurs comparabilité
adjoints
bipartis

arcs circulaires ~ trap€zoidaux

classe classe de
graphes intervalles permutation  arbres

d'intersection

The star of the show, -3 T : t IV3
%

graphe 2-intervallaire :
graphe d'intersection 2yr— ' & ]

d'unions de deux intervalles.
intervalles support de /*




Reconnaissance des graphes 2-intervallaires

Déterminer, pour un graphe G quelconque, s'il est
2-intervallaire, est NP-complet [\West,Shmoys,1984]

Idée de la preuve :

Par réeduction du probleme de Cycle Hamiltonien (il existe un
chemin dans le graphe fourni en entrée passant une seule fois par tous les
sommets et revenant au sommet d'origine sans emprunter deux fois la

méme aréte) sur les graphes 3-réquliers (tous les sommets ont
trois voisins), qui est NP-complet [Garey,Johnson, Tarjan,1976].

West et Shmoys réduisent d'abord ce probleme a Cycle
Hamiltonien sur les graphes 3-réguliers sans triangle.

Ao b, <L-a<b-



Reconnaissance des graphes 2-intervallaires

Idée de |la preuve que reconnaitre les 2-inter. est NP-complet :

Puis, pour tout graphe G 3-régulier sans triangle, ils
construisent en temps polynomial un graphe G’ qui est
2-intervallaire ssi G admet un cycle hamiltonien.

L'idée : si G a un cycle hamiltonien, ajouter des gadgets sur G
pour obtenir G’ dont toute réalisation 2-intervallaire sera une H-
representation :

70N N

profondeurZ{---DD-D- mE o EE [ I .

une H-représentation de G



Graphes 2-intervallaires et restrictions

Support d'un ensemble de 2-intervalles :

ensemble des intervalles support des 2-intervalles.

Support sans restriction : == = '

Support équilibré : == ] 1" IT
Support unitaire : ==

Support disjoint : I

————
—_—

E{} graphes (1,1)-intervallaires : = =

<+—>

1

E{}séquences arc-annotees : f % A




Classe des 2-intervallaires equilibrés

Graphe 2-intervallaire non 1?2 e
équilibrable, et une T =
réalisation en 2-intervalles J' J? J3I JY JsS Js J7

La classe des 2-
intervallaires equilibres
est strictement incluse
dans la classe des

|72 graphes 2-intervallaires.




Les gadgets utilisés

V1 V5
v, v, @ @
v, v,

Toute realisation de ce graphe 2-intervallaire est
contigue (et le graphe est 2-intervallaire unitaire)

I8

I5
IG | II7

I |
I1 I2

I3 I4

Ces ensembles de 2-intervalles vont jouer
le réle de « blocs » de 2-intervalles.



Les gadgets utilisés

Toute realisation de ce graphe impose l'ordre des «blocs » J

J' J2 J:oJtoJc JotoJr
s Y e [ e R s [ s Y e ey




Classe des 2-intervallaires equilibrés

Graphe 2-intervallaire non 1?2 e
équilibrable, et une T = !
réalisation en 2-intervalles gt J>2 J3I JY JsS g8 J7

Mais la reconnaissance
de la classe des graphes
2-intervallaires équilibrés
reste NP-complete !
(adaptation de la preuve

de West et Shmoys)




Motivations

Un 2-intervalle modélise :

¢ une tache coupée en 2 dans un probleme
d'ordonnancement

® deux portions similaires ou complémentaires inversees
d'ADN

e deux portions complémentaires et inversees d'ARN

e deux extraits « mis en relation » dans une partition
musicale



Motivations : cas de I'ARN

Hélices : appariements de portions
successives ou emboitées d'ARN.

12<I? 1'C ]2

successifs emboités

hellc/e's/'



Motivations : cas de I'ARN

u—C 4
AR
Cc C-G
| G-C
U A-U
Pseudo-noeud : : c-0 s
appariement de nucleotides ! o
entrelaces. T
\  A-U
] . A“n
1) 12 o \,
/1 |2 2 E:g \?
" /4 g-ﬂ I
Croises 5\

Extremité 5' du composant
ARN de la télomérase humaine

D'apres D.W. Staple, S.E. Butcher, Pseudoknots:
RNA structures with Diverse Functions (PloS
Biology 2005 3:6 p.957)




Vers la théorie des graphes : stable max

Trouver les hélices d'un ARN sans pseudo-noeud
donné comme une suite de nucléotides.

|

Trouver le plus grand sous-ensemble de 2-intervalles
disjoints, uniguement successifs ou emboites,
dans un ensemble de 2-intervalles.

1

Trouver le stable maximum du graphe tel que :

- les sommets correspondent aux 2-intervalles,
- une areéte joint deux 2-intervalles qui s'intersectent,
- une areéte joint deux 2-intervalles croisés.



Graphes 2-intervallaires et variantes

16 variantes de la classe des graphes de 2-intervalles :

- les sommets correspondent aux 2-intervalles
- une aréte joint deux 2-intervalles qui sont :

T <
L AN ()Y ()
intersectants successifs
LYY (0N

emboités Croises

E{) 8 classes a caracteriser (et leur complémentaire)



Variantes des graphes 2-intervallaires

Support :

{—~C, <, 0f
{1}

{—~.C}

{—~, <}
{0}
{—~C, <}
{—~,C,0}
{—~, <0}

sans restriction

Classes inconnues,
stable max NP-complet

Inclusions utiles dans
des classes de graphes

disjoint

Classe inconnue,
stable max inconnu
Classe inconnue, stable
max polynomial




Classe des {—~,C}-(1,1)-intervallaires

Un graphe {~,_}-(1,1)-intervallaire est I'union

d'un graphe adjoint et d'un graphe de pe?mutation.

2-intervallaires cordes sans triplet ast. parfaits

co-comparabilité triangulés

planaires extérieurs comparabilité

: : . bipartis
arcs circulaires  trapézoidaux

intervalles 6ermutatiob arbres




Classe des {—~,C}-(1,1)-intervallaires

2-intervallaires cordes sans triplet ast. parfaits

co-comparabilité

triangulés
o planaires extérieurs comparabilite
adjoints
: : . bipartis
arcs circulaires  trapézoidaux
intervalles permutation arbres

V2
V6<:>V3 Les cycles sont des graphes V5®
v—7dv {~.C}-(1,1)-intervallaires. v

5 4 4
1 1> r r R Y
I I I I’
/ [ A A | / / [ R |



Classe des {—~,C}-(1,1)-intervallaires

2-intervallaires cordes parfaits

triangulés
" planaires extérieurs comparabilite
adjoints

: : bipartis
arcs circulaires

arbres
V1 V2
v v - classe de graphes ne
6 3 contenant pas celle des
V) v, {~,C}-(1,1)-intervallaires

Les cycles sont des graphes
/" I {—~.C}-(1,1)-intervallaires.




2-intervallaires cordes

Classe des {—~,C}-(1,1)-intervallaires
planaires extérieurs

-/

1
Vv, v, - classe de graphes ne
contenant pas celle des

adjoints

arcs circulaires

v, v, {—~,C}-(1,1)-intervallaires
> 1> |

Les cycles sont des graphes
I I’ {—~.C}-(1,1)-intervallaires.




Classe des {—~,C}-(1,1)-intervallaires

2-intervallaires cordes

adjoints

arcs circulaires

=/

Les bipartis complets - classe de graphes ne
sont des graphes contenant pas celle des
{~.C}-(1,1)-intervallaires. {~,C}-(1,1)-intervallaires

T TaTN -



Classe des {—~,C}-(1,1)-intervallaires

2-intervallaires cordes

adjoints {ﬁ,[}-('] 1)_

Intervallaires

2

s

- classe de graphes ne
contenant pas celle des
{~,C}-(1,1)-intervallaires

arcs circulaires

j >

Les graphes de permutation sont
des graphes {—,C}-(1,1)-intervallaires.



Classe des {—~,C}-(1,1)-intervallaires

Trouver des graphes interdits :
® Y en a-t-il, de quelle taille ?
® Peut-on en exhiber ?



Classe des {—~,C}-(1,1)-intervallaires

Trouver des graphes interdits :
® Y en a-t-il, de quelle taille ?
® Peut-on en exhiber ?

Tous les graphes
a 5 noeuds ou moins sont
{~,C}-(1,1)-intervallaires.



Classe des {—~,C}-(1,1)-intervallaires

Trouver des graphes interdits :
® Y en a-t-il, de quelle taille ?

E{) Majorer le nombre de graphes {~,C}-(1,1)-intervallaires
a n noeuds.



Classe des {—~,C}-(1,1)-intervallaires

Trouver des graphes interdits :
® Y en a-t-il, de quelle taille ?

E{) Majorer le nombre de graphes {—~,C}-(1,1)-intervallaires
a n noeuds.

E{) par le nombre de séquences arc-annotées a n arcs.



Enumération des séquences arc-annotées

Trouver des graphes interdits :
® Y en a-t-il, de quelle taille ?

E{) Majorer le nombre de graphes {—~,C}-(1,1)-intervallaires
a n noeuds.

E{) par le nombre de séquences arc-annotées a n arcs.

Nombre de séquences arc-annotées a n arcs et e extréemites
(récursivement par rapport aux extremités)

(}L‘ii('?l? e) = lo—py1 + h

e—1 =x
S S AA(n—z,e—1-y) (e; 1) (e -1 y)

\:r:l y=0 =Y )

I° [I*




Enumération des séquences arc-annotées

Trouver des graphes interdits :
® Y en a-t-il, de quelle taille ?

E{) Majorer le nombre de graphes {—~,C}-(1,1)-intervallaires
a n noeuds.

E{) par le nombre de séquences arc-annotées a n arcs.

Nombre de séquences arc-annotées a n arcs et e extremites
(récursivement par rapport aux extremités)

(}L‘ii('?l? e) = lo—py1 + h
e—1l =
5 14 ZZAA(H—I,E—l—y) e—1\[fe—1—y
y )\ 2y
k:]:=l y=0 )

15 (17 (1°Y 1B\ I ! = ]




Classe des {—,C}-(1,1)-intervallaires

Trouver des graphes interdits :
® Y en a-t-il, de quelle taille ?

E{) Majorer le nombre de graphes {—~,C}-(1,1)-intervallaires
a n noeuds.

E{) par le nombre de séquences arc-annotées a n arcs.

zg 5 log, (AA(n)) 7

2 1le log, (g(n) /s

= / Il existe un graphe a 16
L A noeuds qui n'est pas

15 = - . .
13 , D// ; {~,C}-(1,1)-intervallaire.
10 . O / :

8 5

5 — £ ~

SM

D I I I I I 1

12 3 45 6 7 8 91011121314 1516 17 18 N



Classe des {—~,C}-(1,1)-intervallaires

Trouver des graphes interdits :

® Y en a-t-il, de quelle taille ? Il en existe, de taille 16.
® Peut-on en exhiber ? On en exhibe un de taille 9 :

, @ 40 réalisations en
2 5 sequence arc-annotee.




Classe des {—~,C}-(1,1)-intervallaires

Trouver des graphes interdits :

® Y en a-t-il, de quelle taille ? Il en existe, de taille 16.
® Peut-on en exhiber ? On en exhibe un de taille 9 :

n'a aucune realisation en
séquence arc-annotee.

Ce graphe n'est pas {—,C}-(1,1)-intervallaire.



Conclusion

e De nouveaux résultats :

° |'inclusion stricte de la classe des graphes 2-
Intervallaires equilibrés dans celle des 2-intervallaires,
mais la reconnaissance de cette classe est encore
NP-difficile.

o quelques eléments de caracterisation de la classe
des graphes {—.C}-(1,1)-intervallaires.

e Des problemes de complexité qui restent ouverts.

o piste pour un algorithme polynomial pour le probleme
du stable max : caractérisation en partant du
diagramme de Hasse.

o complexité de la reconnaissance des (k,k)-intervallaires :
toujours ouvert.



