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Résumé :

Les graphes 2-intervallaires, généralisation des classiques graphes d’intervalles, ont récemment fait
I’objet de I’attention des bioinformaticiens, pour I’étude et la comparaison de structures secondaires
de I’ARN, ou de séquences arc-annotées.

Nous synthétisons tout d’abord les connaissances sur cette classe de graphes, puis les algorithmes
permettant de résoudre le probleme 2-INTERVAL PATTERN de recherche de plus long motif de 2-
intervalles respectant certaines contraintes. Nous exhibons au passage les liens entre ces différentes
variantes du probleme et diverses classes de graphes d’intersection.

Nous étudions la restriction des 2-intervalles équilibrés et montrons 1’inclusion stricte de la classe des
graphes 2-intervallaires équilibrés dans celle des graphes 2-intervallaires, ainsi que la NP-complétude
de sa reconnaissance. Nous donnons aussi des propriétés concernant la reconnaissance d’autres sous-
classes des graphes 2-intervallaires.

En annexe, nous présentons diverses manieres de dénombrer les graphes étiquetés sans sommet isolé,
qui sont en bijection avec les ensembles de 2-intervalles a support disjoint.

Mots-clés : théorie des graphes, bioinformatique, ordonnancement, 2-intervalles, séquences arc-
annotées, recherche de motifs, stable maximum.
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Chapitre 1

Introduction

De nombreux problemes peuvent étre modélisés a I’aide de graphes, et résolus en utilisant des ou-
tils ou propriétés classiques de théorie des graphes. En particulier, la classe des graphes d’intervalles,
ou chaque graphe correspond a un ensemble d’intervalles de la droite des réels (chaque noeud repré-
sentant un intervalle et chaque aréte reliant deux noeuds dont les intervalles associés s’intersectent),

a été bien étudiée [ , ] : les nombreux algorithmes efficaces disponibles sur cette classe
permettent de résoudre des problemes d’ordonnancement [ ] ou d’archéologie [ ], voire
des énigmes policieres [ ].

La bioinformatique (prédiction de structure secondaire ou recherche de motifs dans un ARN) et
I’ordonnancement (de couples de tiches) ont motivé 1’étude d’une classe plus générale que celle des
graphes d’intervalles : les graphes 2-intervallaires, dont chaque noeud est associé a un 2-intervalle
(c’est a dire une union de 2 intervalles "support" disjoints) relié par une aréte a un autre ssi ces deux
unions d’intervalles ont une intersection non vide.

Toutefois, les algorithmes sur cette classe de graphes sont plus compliqués, la reconnaissance des
graphes 2-intervallaires étant par exemple NP-complete. La distinction des 3 cas possibles quand
I’intersection de deux 2-intervalles est vide, puis le choix d’ajouter ou non une aréte dans le graphe
pour chacun de ces cas, permet de refléter des contraintes biologiques et de définir des classes voisines
parfois plus faciles a traiter. La restriction de support disjoint, c’est a dire imposer que 1’intersection
de deux 2-intervalles soit seulement I’ensemble vide ou I’un des intervalles support des 2-intervalles
tout entier, permet aussi de se rapporter a des classes de graphes connues et d’utiliser des algorithmes
polynomiaux.

Les informations sur ces diverses classes voisines des graphes 2-intervallaires, exhibées de facon
plus ou moins explicite dans divers articles et theses [ , , , ], j’en ai effectué
une synthese inédite a ce jour au chapitre 2. Elles permettent d’utiliser les algorithmes de résolu-
tion du probleme de 1’ensemble indépendant maximal sur ces diverses classes, afin de répondre a
diverses variantes d’un probleme de pattern-matching sur les 2-intervalles au chapitre 3. L’ utilisation
des graphes de cordes permet notamment d’améliorer la meilleure complexité connue pour 1’algo-
rithme de recherche du plus grand sous-ensemble de 2-intervalles entrelacés parmi un ensemble de
2-intervalles a support disjoint. Dans les cas ou 1’approche par la théorie des graphes n’aboutit pas,
I’utilisation de la programmation dynamique permet de résoudre certaines de ces variantes.

La prise en compte de la restriction de support disjoint permet de faire le lien avec un autre objet
connu des bioinformaticiens, les séquences arc-annotées [ ], dont je présente le dénombrement
selon le nombre d’extrémités ou d’arcs au chapitre 6, le dernier cas étant inédit.

Une autre restriction introduite dans [ ], moins forte que celle du support disjoint, impose
que les intervalles d’un 2-intervalle aient méme longueur. Elle est particulierement réaliste dans le
contexte de I’étude de I’ ARN ou les intervalles support d’un 2-intervalle correspondent a des portions
complémentaires, et donc de méme longueur. Les graphes 2-intervallaires respectant cette restriction
sont dits équilibrés, et je prouve au chapitre 4 que I'inclusion de cette classe dans celle des graphes
2-intervallaires est stricte.
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Ce rapport faisant appel a de nombreux outils de théorie des graphes, les prérequis sur ce do-
maine sont rappelés au chapitre 5. L’index et ses liens cliquables dans la version électronique de ce
document' devraient permettre une navigation facilitée entre cette annexe et le reste du texte.

Précisons que ce rapport se fonde sur mon travail réalisé en stage de master de juin a aott 2006,
poursuivi I’année suivante, sous la direction de Michel Habib au LIAFA. Une partie en a été présentée
aux Journées Graphes et Algorithmes d’Orléans en novembre 2006, une autre a la conférence WG a

Dornburg pres de Iéna en juin 2007 [ ].

I disponible, ainsi que sa traduction en anglais, sur http://philippe.gambette.free.fr/LIAFA/.


http://philippe.gambette.free.fr/LIAFA/

Chapitre 2

Graphes 2-intervallaires

Les graphes 2-intervallaires permettent de modéliser des problemes de bioinformatique ou d’or-
donnancement. En effet, comme détaillé ci-dessous, un graphe 2-intervallaire permet de représenter
les intersections de couples d’intervalles de réels. Or, un couple d’intervalles permet de modéliser des
taches coupées en 2 dans un probleéme d’ordonnancement, des portions similaires d’un brin d’ADN,
des portions complémentaires d’un brin d’ARN ou encore des extraits de partitions musicales pou-
vant étre mis en relation. Apres quelques définitions de base, ces applications sont présentées en
section 2.2. Puis plusieurs classes de graphes voisines des 2-intervallaires sont définies (en introdui-
sant des contraintes naturelles sur les placements relatifs des 2-intervalles) et mises en relation avec
des classes de graphes connues.

2.1 Définitions

2.1.1 Définition des 2-intervalles

Soient deux intervalles de R, I; = [dy, fi1] et I = [da, f2]. On définit deux relations de compara-
bilité sur les intervalles, la précédence et Iinclusion.

o Sid, < fi1 <dy < fy, ondit que I; précede I, noté I, <) I5.
e Sidy <d, < fy < f,ondit que I est inclus dans I, noté I, C 1.
e S’il n’y a ni inclusion ni précédence, on dit que [; et [ sont chevauchants.

Un t-intervalle est un ensemble de ¢ intervalles disjoints I1,...,I; de R noté I = (Iy,...,1;),
avec Iy <[y ... <[ I;. En particulier, un 2-intervalle est I’'union de deux intervalles disjoints d’une
ligne, comme illustré en figure 2.1. Les I sont appelés intervalles support du t-intervalle. Pour un
ensemble de 2-intervalles {(/¥, I5),1 < k < n}, son support est I’ensemble des intervalles support
de ses 2-intervalles, ¢’est a dire | J;_,{I}, I5}. On dit qu'un ensemble de 2-intervalles est & support
unitaire si son support est un ensemble d’intervalles de longueur 1. Il est a support disjoint s’il est
a support unitaire et que de plus son support est un ensemble d’intervalles disjoints : on peut alors
considérer les intervalles comme de simples points. On se retrouve dans le domaine des séquences
arc-annotées', et on peut alors appeler les 2-intervalles des arcs et leurs intervalles supports des
extrémités. Ces variantes sur le support sont illustrées en figure 2.1. L’intervalle [d, f2] est appelé
intervalle couvrant du 2-intervalle ([d, f1], [da, f2]). Par extension, on dira que [min{d;}, max{ f;}]
est I'intervalle couvrant de la famille de 2-intervalles {[d;, f:], [d}, f!]}.

)

! Tout au long de ce rapport, nous appelons séquence arc-annotée un graphe sans sommet isolé aux sommets étiquetés
(et donc ordonnés), ce qui est aussi désigné dans la littérature par le terme “graphe linéaire” [ ]. Les séquences
arc-annotées sont plus souvent définies comme une séquences de lettres, dont certaines sont reliées par des arcs.
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I I3 JE
T B e A T
3 4 5 2
z : — = : N IZJ_ A i "Y1 1
1 !
(a) (b) (©) ()

FiG. 2.1 — Le support d’un ensemble de 2-intervalles peut étre sans restriction (a), unitaire (b), ou
disjoint (c). Dans ce dernier cas, les intervalles du support peuvent étre considérés comme des points
(des entiers), relié€s par des arcs (des couples d’entiers), on parle alors de séquences arc-annotées (¢’).

2.1.2 Relations entre 2-intervalles

Deux 2-intervalles [ = ([1,15) et J = (Ji,J5) sont disjoints s’ils ne s’intersectent en aucun
point : (I; U Iy) N (J1 U J2) = (). Dans ce cas ils peuvent étre [ ]:

— en ordre de précédence : [ < Jsily <[j Iy <[ J1 <[} Ja.

—emboités : I C Jsi[; <[] Ji <[] Jo <[] L.

— entrelacés : I () J (parfois aussi noté < [ ], X[ Dsily <) 1 <[y 12 <[ Jo.
1 It 3 I|__.|4
I;1 TE I I’:a JE T K
11 2 1 2 2 1 2

FIG. 2.2 - Un ensemble de 2-intervalles. I, I? et I3 sont 2 a 2 disjoints, et [' < I3, I3  I?, I' () I°.
Les intervalles I3 et I} sont chevauchants.

Si au contraire leur intersection est non vide, on peut noter / —~ J .

L~ 72 I < I?
, L NN
rcnt g

1 1 2
AN 7YY

FiG. 2.3 — Récapitulatif des 4 types de positions possibles pour deux 2-intervalles.

2.1.3 Définition des graphes 2-intervallaires

A partir d’un ensemble de t-intervalles {1, ..., I"} on peut définir le graphe t-intervallaire sui-
vant :
— les noeuds représentent les ¢-intervalles I°. A
— (I*, I7) est une aréte du graphe ssi 3k,1 € {1,...,t}/I} NI} # 0, c’estadire que I' ~ [7, les
deux t-intervalles I* et I7 ont un de leurs intervalles qui se chevauchent ou sont inclus 1’un dans
I’ autre.
Les graphes 1-intervallaires sont les classiques graphes d’intervalles. On dit qu'un ensemble de ¢-
intervalles correspondant a un graphe ¢-intervallaire en est une réalisation. Un exemple de graphe
2-intervallaire est donné en figure 4.2(a), avec deux réalisations possibles en figure 4.2(b) et (c). On
appelle profondeur d’une réalisation en 2-intervalles le nombre maximum d’intervalles qui s’inter-

ik
sectent en un point, soit max {|{I;,,...,1;, }|/ (| I; # 0}. Par exemple tout graphe 2-intervallaire
i=i;
sans ('3 (sans triangle) a une profondeur inférieure ou égale a 2.
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Les classes de graphes t-intervallaires sont des classes de graphes d’intersection, c’est a dire des
graphes définis en associant des ensembles aux noeuds, et ou les arétes signifient que les ensembles
ont une intersection non vide. Nous rencontrerons tout au long de ce rapport d’autres exemples de
tels graphes : les graphes de permutations, de cordes, trapézoidaux, de trapézoides circulaires, d’arcs
circulaires. ..

Le nombre intervallaire d’un graphe G est le plus petit entier positif ¢ tel que G est un graphe
t-intervallaire. Ce nombre est bien défini, puisque tout graphe GG de degré maximum d est un graphe
d-intervallaire : chaque aréte (v, v’) correspond a I’intersection d’un intervalle support du d-intervalle
associé a v intersectant un intervalle support du d-intervalle associé a v/, et n’intersectant aucun autre
intervalle.

De méme, on peut définir un graphe de t-unions, ou de t-pistes :

— les noeuds représentent les ¢-intervalles I°. A

— (I', I7) est une aréte du graphe ssi 3k € {1,...,t}/I; NI} # 0.

Un graphe de ¢-unions est donc une union de ¢ graphes d’intervalles, et I’ensemble des graphes de
t-unions est une sous-classe de celle des graphes t-intervallaires. On peut considérer ces graphes
comme les graphes d’intersection de projections sur les axes de parallélépipedes aux cotés paralleles
aux axes, comme illustré dans la figure 2.4 pour le cas ¢t = 2.

’2
| L
I 5 4
o] (= <,
l y
v2

a) b)

Fic. 2.4 - Un ensemble de rectangles et I’ensemble des intervalles associés aux cOtés (a), et le graphe
de 2-unions correspondant (b) : chaque sommet v; correspond au 2-intervalle (17, I}), c’est a dire au
rectangle R;.

Si de plus on impose que pour tout 2-intervalle, le premier ait pour longueur = € N et le second
y € N, et que les deux aient des bornes entieres et soient des intervalles ouverts, on parle pour les
graphes associés de graphes (z, y)-intervallaires et de graphes de (z, y)-unions.

On peut par exemple remarquer que les graphes 2-intervallaires d’ensembles de 2-intervalles a
support disjoint sont exactement les graphes (1,1)-intervallaires. Ce sont aussi exactement les graphes
adjoints (voir la propriété 6).

2.2 Motivations

2.2.1 2-intervalles et ordonnancement

L’ ordonnancement consiste a affecter des dates de début et de fin d’exécution de taches sur une
ou plusieurs machines, qui ne peuvent chacune traiter qu’une tache simultanément. En particulier,
quand les taches sont coupées en deux (pour une raison quelconque, en particulier dans le domaine
de radars, ou une tache liée a I’émission d’un signal précede toujours une tache liée a sa réception), on
peut considérer ces bitdches constituée d’une tache 1 et d’une tiche 2 comme un couple d’intervalles :
([dy, f1][d2, f2]), ot d; est 1a date de début de la tiche i, et f; sa date de fin. Un ordonnancement de bi-
taches sur une seule machine est un stable dans le graphe 2-intervallaire correspondant [ ].
Nous verrons en section 3, comment trouver le stable maximum dans un graphe 2-intervallaire, c’est
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a dire optimiser le nombre de bitdches sur une machine. De plus, trouver le nombre minimal de ma-
chines pour exécuter un ensemble de bitiches correspond a un probléme de coloration sur le graphe
2-intervallaire.

2.2.2 2-intervalles et ADN

I’ADN est le support de I’'information génétique, situé dans le noyau des cellules. Elle se présente
sous forme d’une double chaine de nucléotides, c’est a dire des constituants moléculaires de base,
de 4 types différents : A, C, Get T [ ]. Les deux chaines contiennent la méme information
puisqu’elles sont complémentaires, c’est a dire que les nucléotides A, C, G et T d’un brin sont liées
respectivement aux nucléotides T, G, C et A du second brin, et c’est a partir de cette information et du
code génétique que sont construites les protéines. Ainsi, on peut évaluer la similarité de deux ADN
en comparant simplement la chaine de caracteres constituée par la suite de nucléotides d’un brin du
premier aux chaines de caracteres constituées par la suite de nucléotides des deux brins du second, et
en choisissant la similarité maximale parmi les deux trouvées.

Dans le cas ou les séquences sont assez semblables, un algorithme classique de programmation
dynamique permet de les aligner. Il faut étre plus subtil dans le cas d’ADN ayant subi d’importantes
restructurations (transposition, quand un bloc est déplacé, éventuellement suivie d’une inversion,
quand un bloc subit un changement de sens, et de brin d’ADN, lors du recollement). En représentant
un ADN de ¢ nucléotides par I'intervalle [0, ], le i-ieéme nucléotide étant codé par 'intervalle [i —1, 7],
on peut modéliser chaque portion d’ADN par un intervalle.

Ainsi, pour toute portion assez longue d’ADN similaire (ou presque complémentaire, et de sens
contraire) dans les deux chaines comparées, on considérera les deux intervalles correspondants comme
un 2-intervalle [ ]. La recherche de telles séquences répétées peut s’effectuer en O(t log(t)), t
étant le nombre de nucléotides de I’ ADN, a I’aide de 1’algorithme de Karp-Miller-Rosenberg [ ].
Une fois que I’on a obtenu un ensemble assez grand de tels 2-intervalles, on en recherche un sous-
ensemble, de taille maximale, constitué uniquement de 2-intervalles sans point commun (afin qu'un
bloc d’un ADN corresponde bien a un et un seul bloc dans I’autre ADN). Ceci se rapporte a une re-
cherche de stable max dans un graphe de 2-unions, une sous-classe de graphes 2-intervallaires définie
en section 2.1.3.

2.2.3 2-intervalles et ARN

’ARN est une molécule permettant de passer I’information génétique du noyau des cellules, ou
elle est enregistrée dans I’ADN, vers leur cytoplasme, ou elle dirige la création des protéines. C’est
le dogme central de la biologie moléculaire : il y a transcription de I’ADN en ARN, puis traduction
de ’ARN en protéine.

L’ ARN est une chaine de nucléotides comme I’ ADN, sauf que le nucléotide T est remplacé par
U (aussi complémentaire de A), et que la chaine est constituée d’un seul brin (I’ARN, qui sert de
messager, n’a pas besoin de se dupliquer comme 1’ ADN). Des portions complémentaires du brin ont
tendance a se replier I’'une vers 1’autre afin de se lier.

Ces rapprochements de portions complémentaires d’ ARN peuvent étre visualisés sur sa structure
secondaire, qui les représente de fagon planaire, comme sur I’exemple de la figure 2.5. Deux ARN
sont similaires si leur structure secondaire est similaire. On peut, tout comme avec I’ADN, modéliser
chaque rapprochement de blocs d’ARN complémentaires par un couple d’intervalles [ , ].
Ainsi, la position respective des 2-intervalles correspond a la structure secondaire de I’ARN. Le
probleme de déterminer les rapprochements valides parmi une liste de portions complémentaires
pour obtenir une structure secondaire planaire se rapporte donc a une recherche de stable sur un
graphe 2-intervallaire, comme détaillé en section 3. De plus, si ’ARN ne présente pas de pseudo-
noeud?, on peut remarquer que les 2-intervalles correspondants sont tous en relation de précédence

2 Un pseudo-noeud correspond a I’appariement entrelacé de quatre nucléotides, c’est a dire qu’il existe quatre positions
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FIG. 2.5 - La structure primaire de I’ARN est une chaine de nucléotides (a). Des portions complémen-
taires et retournées définissent des 2-intervalles. Certains 2-intervalles, I', I? et I3, correspondent
des blocs effectivement face a face au sein d’une méme hélice de la structure secondaire. La struc-
ture secondaire de I’ARN (b) permet de le représenter de fagon lisible tout en donnant de bonnes
informations sur sa structure géométrique. Elle est décomposable en plusieurs éléments : boucles
terminales, boucles multiples et tiges, elles-mémes composées d’hélices (les portions appariées qui
correspondent aux 2-intervalles), renflements, et boucles internes.

ou d’emboitement.

2.2.4 2-intervalles et analyse musicale

En introduisant une nouvelle conception de 1’analyse musicale appelée analyse transformation-
nelle, David Lewin [ ] définit en particulier deux relations possibles entre des ensembles de
notes consécutives : la transposition et 1’inversion. Ces relations se fondent uniquement sur les hau-
teurs de notes (qu’on peut considérer comme des éléments de Z/127Z, pour chacun des 11 demi-tons
différents, modulo les octaves). La premicre met en relation deux ensembles de notes consécutives
ssi le second est constitué de la transposition d’un nombre constant de demi-tons (compris entre O et
12) des notes du premier. Une représentation géométrique permet de définir plus aisément la seconde
relation : en dessinant les 12 demi-tons sur un cercle, deux ensembles de notes sont en relation d’in-
version ssi I’ensemble des hauteurs de 1’un est symétrique a celui des hauteurs de I’ autre par rapport
a un des diametres du cercle.

En exhibant de telles relations dans une partition de musique, on définit donc des 2-intervalles
dont les intervalles support sont constitués des ensembles de notes en relation de transposition ou
d’inversion. Une collaboration avec Yun-Kang Ahn, qui participe a 'IRCAM a la création d’un
logiciel pour la détection assistée et automatique de ces 2-intervalles, permettra de déterminer si la
recherche du plus grand sous-ensemble de 2-intervalles disjoints (qui correspond a la recherche du
stable maximum détaillée en section 3), en respectant éventuellement certaines contraintes usuelles

1 < j < k < [l dans la chalne d’ARN, telles que le i-ieme nucléotide est apparié¢ avec le k-ieme et le j-ieme avec le
l-ieme [ s ].
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FiG. 2.6 — Représentation cyclique de I’échelle chromatique (a) afin de faire apparaitre une relation
d’inversion et de transposition (c) dans le Klavierstiick III de Karlheinz Stockhausen (b).

pour les 2-intervalles disjoints, permet d’exhiber une certaine structure de I’oeuvre en sélectionnant
uniquement des relations significatives entre ensembles de notes consécutives.

2.3 2-intervallaires et classes apparentées

2.3.1 Une sous-classe connue, les graphes d’intervalles

Pour un état de I’art sur le sujet, on pourra se référer au chapitre 8 du livre de Martin Golum-
bic [ ], au cours de Thérese Biedl [ ], ou a la synthese d’ Andrds Gyérfas [ ].

2.3.2 Les graphes R2-2-intervallaires

Certains des problémes pratiques cités en section 2.2 imposent des conditions sur les 2-intervalles
disjoints solutions. Par exemple, en ce qui concerne la structure secondaire de I’ ARN, les 2-intervalles
associés aux hélices dans la chaine de nucléotides, qui sont disjoints, sont le plus généralement uni-
quement en relation < ou . En effet, ceci est di a la structure secondaire de I’ARN qui fait alterner
des boucles et des hélices, ces dernicres se trouvant donc soit en relation de précédence, soit emboi-
tées. Pour ramener tout de méme ce probleme a la recherche d’un stable maximum sur un graphe,
on peut définir une nouvelle classe de graphe proche des 2-intervallaires ou 1’on place un aréte entre
deux 2-intervalles non disjoints, mais aussi entre deux 2-intervalles placés en relation ().

Pour prendre en compte toutes les combinaisons de contraintes possibles, on définit donc les
graphes R-2-intervallaires (et on définit de facon similaire les [2-(1,1)-intervallaires, on parlera par-
fois de graphes R?-. . .-intervallaires pour évoquer simultanément les 2 types de classes) :

— les noeuds représentent les 2-intervalles I°.

— (I, I7) est une aréte du graphe R-2-intervallaire ssi il existe une relation R € R C {—~, <,C

.0} telle que I' R I7 ou IV R I".

Remarquons que si un graphe est un graphe R-. . .-intervallaire, alors son complémentaire est un
graphe ({—~, <,C,(}\R)-. . -intervallaire.

Certaines des classes de graphes [R-2-intervallaires, et surtout R-(1,1)-intervallaires sont en fait
des classes bien connues. Ces relations sont indiquées dans le tableau de la figure 2.7, et détaillées
ci-dessous. Elles seront utiles notamment pour la résolution du probleme 2-1P, de recherche du plus
grand sous-ensemble de 2-intervalles vérifiant certaines propriétés, abordé dans la section 3.

Remarquons qu’aucune classe de graphes R-(1,1)-intervallaires ne contient I’ensemble de tous les
graphes. En effet, I’opération qui consiste a déduire pour un certain R le graphe R-(1,1)-intervallaire
non étiqueté a partir d’une séquence arc-annotée aux arcs non étiquetés est surjective, ¢’est a dire :

|{graphes R-(1,1)-intervallaires & n sommets non étiquetés}| < AA(n),
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R R-2-intervallaires Reconnaissance R — (1,1)-intervallaires Reconnaissance
{~,C, <0} = cliques linéaire = cliques linéaire
[} = stables linéaire = stables linéaire
{~} = 2-intervallaires, cf. section 2.3.4 NP-complet = (1-1)-intervallaires linéaire
D arbres, adjoints, intervallaires = adjoints [ ]
{C,<,0} NP-complet polynomial
(complémentaire)
{~,C} D cycles, bipartis complets, ?
de permutation, cf. section 2.3.5
{<.0} ? ?
{~, <} ? ?
{0} ? ?
{~, 0} C graphes de trapézoides ? = graphes de cordes, polynomial,
circulaires, cf. section 2.3.7 cf. section 2.3.6 [ ]
{<,C} polynomial
(complémentaire)
{~,C,<} polynomial
(complémentaire)
{0} C graphes de croisement de trapé- ? = graphes de cordes, polynomial,
zoides circulaires, cf. section 2.3.8 cf. section 2.3.6 [ ]
{~, 0} = graphes d’intervalles linéaire = graphes d’intervalles linéaire
(des intervalles couvrants) [ s ] (des intervalles couvrants) [ s ]
{<} C graphes de comparabilité polynomial C graphes de comparabilité polynomial
(de larelation <) (complémentaire) (de larelation <) (complémentaire)
{~, <, 0} = graphes trapézoidaux, polynomial = graphes de permutation, linéaire
cf. section 2.3.9 [ ] cf. section 2.3.10 [ ]
{C} C graphes de comparabilité polynomial = graphes de permutation, linéaire
(de larelation ) (complémentaire) cf. section 2.3.10 [ ]

FiG. 2.7 -Les classes de graphes R-. . .-intervallaires. Remarquons que la 2i-ieme classe (selon 1’ordre
des lignes) correspond a la classe complémentaire de la (2i — 1)-ieme. Les diverses variantes du
probleme 2-IP au chapitre suivant se rameneront ainsi chacune a un probleme de recherche de la
clique max sur la 2i-ieme classe, ou du stable max sur la (2i — 1)-ieme.
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ol AA(n) est le nombre de séquences arc-annotées a n arcs non étiquetés. Or, pour n au voisinage
de 400, en notant g(n) le nombre de graphes non étiquetés a n sommets, on a :

{ AA(n) < (2,1)7.1—2',171 , d’apres la section 6.1,

n(n—1)
g(n) ~ 2—— , d’apres la section 5.2.10.

(2n)12n 1
Or - = (nﬁ’;},ﬁ_z) — 0, quand n — +o00, donc AA(n) = o(g(n)).
2 2 2

2

n!

Ainsi, pour n assez grand (on peut méme préciser pour n > 16 grace a la figure 2.8), il existe un
graphe a n noeuds qui n’est pas R-(1,1)-intervallaire.

33
07 o log, (AA(N)) /
2 | log, (g(n) .
23 VA
20 v

18 =7

15 /.
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FiG. 2.8 — Croissance comparée du nombre g(n) de graphes non étiquetés a n noeuds avec AA(n),
le nombre de séquences arc-annotées a n arcs non étiquetés : on en déduit que pour tout n > 16, il
existe un graphe a n noeuds qui n’est pas R-(1,1)-intervallaire.

2.3.3 Eclatement de séquences arc-annotées

Considérons maintenant une opération sur les séquences arc-annotées utile ci-dessous dans 1’ana-
lyse des classes de graphes ?-(1,1)-intervallaires : I’éclatement des extrémités communes a plusieurs
arcs. Cette opération, appliquée sur toutes les extrémités communes a plusieurs arcs de la séquence,
permet de passer d’une séquence arc-annotée quelconque a une séquence arc-annotée a arcs disjoints :

— soit en transformant la relation —~ en () : éclatement(—~—{)).

— soit en transformant la relation —~ en C ou < : éclatement(~—L, <).

Détaillons ces opérations, illustrées en figure 2.9. Soit la séquence arc-annotée définie comme
un ensemble de 2-intervalles unitaires a support disjoint Z = {I* = ([ig, i + 1], [i}, i} + 1]), 1 <
k < n}. Sans perte de généralité, on consideére que le support de Z est de la forme {[0, 1],[2,3], ...,
[2p, 2p+1]}. Soit [z, 7+ 1], une extrémité commune a un ensemble de m arcs, ensemble qu’on appelle
Z;. On peut distinguer ces arcs selon le fait que [i,7 + 1] en est une extrémité droite ou gauche : Z; =
{([te, i + 1], [0 + 1]),1 < k < 13 U{([¢,4 + 1], [iw, i + 1]), 1 + 1 < k < m}, avec les iy rangés
par ordre croissant : k < [ < i < 4.

L’éclatement(—~+—()) de [i, 7+ 1] consiste a transformer Z; en {([zk, zk +1, [i+2(m—1—1+4k),i
2(m—1—1+k)+1]),1 < k < BU{([i+2(k—1—-1),i+2(k—1—1)+1], [ig, i +1]),1+1 < k < m}

L’éclatement(—~—C, <) de [i,% + 1] consiste a transformer Z; en {([zk, i+ 1, i +2(1 —k),i +
20—k)+1]),1 <k <3U{(i+2(+m—k),i+2(l+m—k)+1], [ir,ir+1]),l+1 < k < m}.

On obtient donc les lemmes suivants :

Lemme 1. Une séquence arc-annotée et le résultat de I’éclatement(—~w—()) de I’ensemble de toutes
ses extrémités ont le méme graphe {—~, () }-(1,1)-intervallaire, { <, " }-(1,1)-intervallaire, { ~, <, () }-
(1,1)-intervallaire, {T}-(1,1)-intervallaire, { ~, C, () }-(1,1)-intervallaire, et {<}-(1,1)-intervallaire.
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FIG. 2.9 - Une séquence arc-annotée (a), le résultat de I’éclatement(—~—()) de I’extrémité [8, 9] (b), et
le résultat de I"éclatement(—~ —[, <) de I'extrémité [8, 9] (c).

Lemme 2. Une séquence arc-annotée et le résultat de I’éclatement(—~—<, ) de I’ensemble de
toutes ses extrémités ont le méme graphe {()}-(1,1)-intervallaire et le méme graphe { ~, <, C}-(1,1)-
intervallaire.

Ces lemmes permettent donc de travailler seulement sur des séquences arc-annotées a arcs dis-
joints lors de I’étude de diverses classes de graphes R-(1,1)-intervallaire. Le fait que les arcs soient
disjoints permet de nombreuses simplifications (on peut le voir en particulier en section 6.1 a propos
du dénombrement de ces objets) ainsi que des liens plus visibles avec d’autres objets comme les
permutations (en section 2.3.10) ou les intervalles chevauchants (en section 2.3.6).

2.3.4 Classe des 2-intervallaires

Théoreme 1. / ] Pourt > 2, reconnaitre qu’un graphe est t-intervallaire est NP complet.

Démonstration. On donne seulement les idées principales de la preuve : on procede en réduisant
le probleme du cycle hamiltonien dans un graphe 3-régulier (qui est NP-complet [ ]) au pro-
bléme du cycle hamiltonien dans un graphe 3-régulier sans triangle, que 1’on réduit au probleme de
reconnaissance des graphes 2-intervallaires.

La premiere réduction se fonde sur des transformations locales, illustrées en figure 2.10, afin de
transformer un graphe 3-régulier pour obtenir un graphe 3-régulier sans triangle, et adapter le cycle
hamiltonien pour qu’il le reste dans le graphe transformé.

Aep <L-o<B

FIG. 2.10 — Transformations locales pour I’élimination des triangles en sauvegardant un cycle hamil-
tonien

Pour la seconde, considérons un graphe 3-régulier sans triangle dont on veut savoir s’il contient
un cycle hamiltonien. Si c’est le cas, I’ensemble de ses arétes pourra €tre partitionné en un ensemble
d’arétes du cycle hamiltonien, et un autre ensemble, qui s’avere étre un couplage parfait du graphe
(puisqu’il est 3-régulier), comme illustré en figure 2.11. On peut donc en effectuer une réalisation en
2-intervalles : le cycle hamiltonien peut €tre réalisé en utilisant un intervalle par sommet, excepté le
sommet qui “ferme le cycle”, vy par exemple, pour qui on a besoin de deux intervalles. Le second
intervalle de vy peut encore €tre utilisé pour réaliser son aréte du couplage parfait. Pour les autres
sommets, on utilise un second intervalle afin de réaliser les arétes du couplage parfait comme montré
sur la figure 2.11. Une telle réalisation ou les intervalles gauches réalisent le cycle hamiltonien et les
intervalles droits le couplage parfait est appelée H-représentation.

Tout graphe 3-régulier sans triangle a un cycle hamiltonien ssi il a une H-représentation. Toutefois,
il est possible qu’un graphe 3-régulier sans triangle ait une réalisation en 2-intervalles qui ne soit
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FIG. 2.11 — H-représentation d’un graphe 3-régulier sans triangle, et dont les arétes sont partitionnées
en un cycle hamiltonien et un couplage parfait : cette partition se reflete dans la H-représentation.

pas une H-représentation, ce qui contredirait I’équivalence que I’on cherche a démontrer dans cette
réduction. On va donc transformer le graphe G en lui ajoutant des gadgets pour obtenir G, les gadgets
garantissant que GG a un cycle hamiltonien ssi G’ a une réalisation 2-intervallaire, dans laquelle les
intervalles correspondant a GG formeront bien une H-représentation. Ainsi, les gadgets ajoutés vont
permettre de contraindre le placement des divers intervalles dans la réalisation de G'.

Imposer que G soit sans triangle est déja une contrainte : elle force la réalisation en 2-intervalles
de G a avoir une profondeur de 2 seulement. De plus, pour chaque sommet v, on ajoute un graphe
M (v) = Kj 3 dont on lie un sommet 2 v. Ainsi, si I’on considere les extrémités des deux intervalles
de la réalisation associés a v : trois sont recouvertes par des intervalles associés aux voisins de v dans
G, et la derniere est recouverte par un intervalle de M (v). On ajoute un sommet z relié a tous les
sommets de G, tous les sommets de M (vy) et aucun sommet de M (v) pour v # vy, ce qui force
les intervalles correspondant au couplage a ne pas intersecter les intervalles de z, qui intersectent
donc les intervalles correspondant au cycle hamiltonien. Enfin, on force tous ces intervalles du cycle
hamiltonien a intersecter seulement un intervalle de z, et pas le second, a I’aide de trois autres K5 3 :
Hl, HQ, et Hg.

Cette construction est illustrée en figure 2.12 et la preuve détaillée dans 1’article de West et
Shmoys [ ]. U]

M(v) v H v
y SEENIN O COIEEECED oEN ©fD o[ ONN omm eoms
L /mEEEECO N B © EEe (o mo (e me mme
o . Vo Mm(v,)
H z z

FIG. 2.12 — Transformation de graphe de la réduction de West et Shmoys : il existe une réalisation
2-intervallaire du graphe G’ ssi il existe une H-représentation pour son sous-graphe induit G.

3 On peut prouver que toute réalisation de K5 3 en 2-intervalles est telle que tous les intervalles apparaissent de facon
contigué, constituant donc un bloc. Ainsi K5 3 peut étre utilis€ comme gadget dans une construction ou on cherche a
occuper I'extrémité d’un intervalle. En reliant des sommets de K5 3 différents, on peut de plus constituer une chaine
comme montré en figure 4.7.
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Théoreme 2. [ ] Un graphe G est un graphe t-intervallaire, pour t > [%1, ou A(G) est
le degré maximum de G.

Propriété 1. [ | Les arbres sont des graphes 2-intervallaires.

Démonstration. On peut en effet construire pour tout arbre une réalisation en 2-intervalles en utili-
sant I’idée suivante : pour chaque noeud-pere dans 1’arbre, 1’intervalle support droit du 2-intervalle
correspondant intersecte tous les intervalles supports gauche, disjoints deux a deux, des 2-intervalles
correspondant a ses fils. Trotter et Harary précisent qu’un arbre est un graphe d’intervalles ssi c’est
une chenille (c’est a dire qu’en supprimant toutes les feuilles, on obtient un chemin). [

Propriété 2. [ ] Les graphes d’arcs circulaires, c’est a dire les graphes d’intersection d’arcs du
cercle unité, sont des graphes 2-intervallaires.

Démonstration. On peut obtenir directement les 2-intervalles a partir des arcs circulaires en suivant
I’idée de construction suivante : on choisit un point du cercle oil on coupe tous les arcs contenant
ce point, puis on projette depuis ce point tous les arcs circulaires sur une droite afin d’obtenir des 2-
intervalles (les arcs déja coupés) ou des intervalles, enfin on coupe en deux les intervalles pas encore
coupés. [

Propriété 3. | Les graphes planaires extérieurs, c¢’est a dire les graphes planaires ayant tous
leurs sommets autour d’une méme face, sont des graphes 2-intervallaires.

Démonstration. Tout graphe planaire extérieur est I’union de deux graphes d’intervalles, c’est a dire
un graphe de 2-unions, donc un graphe 2-intervallaire. ]

Propriété 4. [ | Les graphes planaires de degré maximum inférieur ou égal a 4 sont des
graphes 2-intervallaires.

Propriété 5. /[ | Les 2-subdivisions de graphes sont des graphes 2-intervallaires.

Démonstration. Soit G un graphe a n sommets étiquetés v;, 1 < ¢ < n et G’ sa 2-subdivision, obtenue
en ajoutant les nouveaux sommets étiquetés v;, n < i < n + 2|E|. Construisons une réalisation 2-
intervallaire de G’ :
— atout sommet v; de G N G’ on associe le 2-intervalle ([47, 47 + 1], [4i + 2,4 + 3]).
— tout sommet v; de G'\G étant relié a un sommet v, € G NG et vy, € G'\G, on lui associe
le 2-intervalle (I, [4 min(j,[),4min(j,{) + 3]), ou /; est un intervalle intersectant seulement
Iintervalle [4k, 4k + 1], et de longueur Taeme(oyy Par exemple.

O

Propriété 6. [ | Les graphes adjoints sont des graphes 2-intervallaires.

Démonstration. Soit G = (V| E) un graphe, avec V = (vy,...,v,) et G' = (E, E’) son graphe
adjoint. On peut construire une réalisation 2-intervallaire de G’ directement en "associant un inter-
valle a chaque sommet de G" : a toute aréte e = (v;, vj), avec ¢ < 7, on associe le 2-intervalle
(12, 2i + 1], 24,27 + 1]). 0

1
i |

Propriété 7. [ ] Le nombre intervallaire du graphe biparti K, ,, est |

Ainsi, K3 5 est un graphe 2-intervallaire, mais pas K3 6.

Coloration sur les graphes 2-intervallaires

Ce probleme est utile pour les ordonnancements de tiches coupées en 2 : le nombre chromatique
du graphe 2-intervallaire correspond au nombre de machines nécessaire pour traiter les taches.
Théoréme 3. [ | Trouver le nombre chromatique d’un graphe 2-intervallaire est NP-complet.

En effet, ce probleme est déja NP-complet sur la classe des graphes adjoints, par réduction immé-
diate du probleme de I’index chromatique.
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Stable maximal sur les graphes 2-intervallaires

Ce probleme est étudié de facon détaillée en section 3, il est NP-complet.

Autres problémes sur les graphes 2-intervallaires

On trouve en annexe de la these de Stéphane Vialette [ ] une preuve de NP-complétude
de la coupe maximum et de la partition en cliques sur les graphes 2-intervallaires. La domination
y est NP-complete d’apres [ ]. La complexité du probleme de la clique max n’est toujours pas
déterminée, bien qu’on le sache polynomial sur les graphes de 2-unions et NP-complet sur les graphes
3-intervallaires.

2.3.5 Classe des {—~, C}-(1,1)-intervallaires

Les cliques (ensemble de 2-intervalles emboités), les bipartis complets (figure 2.13). sont des
graphes {—~, C }-(1,1)-intervallaires, ainsi que les cycles (figure 2.14).

(a)

FIG. 2.13 — Un graphe biparti complet (a), et I’ensemble de 2-intervalles dont il est le graphe { —~, C }-
(1,1)-intervallaire (b). Pour le construire, on considére qu’il est composé du stable V; = {vy, ..., v, }
et du stable Vo = {v11,..., v, }. A chaque noeud v; on associe alors le 2-intervalle I = (I;, I}),
ot I; = [2i,2i + 1] et I! = [4n — 2m + 2i,4n — 2m + 2i + 1] siv; € Vi, et [; = [2i,2i + 1] et
I'=[2n+2i —2m,2n + 2i — 2m + 1] siv; € V5.

V.. v, 1 7 PP
VG‘ LVS f ’1 Si ii ii iEld j
V\—-/V 1 1 ) ) I I
5 4 1 2 3 4 5 6

(a) (b)

(c) (d)

FiG. 2.14 — Un cycle pair (a), et I’ensemble de 2-intervalles dont il est le graphe {—~, C}-(1,1)-
intervallaire (b). Un cycle impair (c), et I’ensemble de 2-intervalles dont il est le graphe {—~, C}-
(1,1)-intervallaire (d).

De plus, d’apres la section 2.3.10, tout graphe de permutation est un graphe { }-(1,1)-intervallaire,
d’une certaine séquence arc-annotée, et aussi du résultat de son éclatement(—~+—()) d’apres le lemme 1,
qui est une séquence arc-annotée a arcs disjoints, c’est a dire que ses graphes {}-(1,1)-intervallaire
et {—~, C}-(1,1)-intervallaire sont isomorphes. Ainsi, tout graphe de permutation est aussi un graphe
{~, C}-(1,1)-intervallaire.

Cherchons maintenant a mieux caractériser cette classe en exhibant de petits graphes interdits.
La hiérarchie des classes de graphes nous indique que la classe des cographes, c’est a dire des



2.3. 2-INTERVALLAIRES ET CLASSES APPARENTEES 21

graphes sans Py, est incluse dans celle des graphes de permutation, donc un graphe non {—~, C}-
(1,1)-intervallaire ne peut €tre un cographe, il a donc P, comme sous-graphe induit. De plus, on a vu
que les arbres, et donc Py, sont {—~, C}-(1,1)-intervallaires, donc tous les graphes a 4 sommets ou
moins sont {~, C }-(1,1)-intervallaires.

Il est possible de trouver un graphe a 9 sommets qui ne soit pas {—~, C }-(1,1)-intervallaire, celui
indiqué en figure 2.15. La construction de ce graphe est fondée sur le fait que les graphes bipar-
tis complets ont une réalisation assez contrainte : peu de séquences arc-annotées a 6 sommets per-
mettent d’obtenir K3 3 comme graphe {—~, C}-(1,1)-intervallaire (40 "seulement” sur 384 668). La

FIG. 2.15 — Contrexemple de graphe non-{—~, C}-(1,1)-intervallaire.

suite d’opérations de génération et de filtrage de séquences arc-annotées, permettant de démontrer
par un programme assez rapide qu’aucune n’est associée a ce graphe, est donnée en figure 2.16.

2.3.6 Classe des {()}-(1,1)-intervallaires et des { ~, () }-(1,1)-intervallaires

Ces classes sont équivalentes a celle des graphes de cordes, ou, pour se rapporter a des intervalles,
a celle des graphes de chevauchement (1’équivalence étant illustrée en figure 5.3).

En effet, soit G, un graphe {()}-(1,1)-intervallaire & n noeuds. Considérons une réalisation en sé-
quence arc-annotée et effectuons tous les éclatements(—~+—L, <) possibles. On obtient une séquence
arc-annotée a arcs disjoints { ([di, di+1][fi, fi+ 1]) }. Si on considere les intervalles couvrants de ses
arcs, leur graphe de chevauchement est exactement G (figure 2.17).

De méme, le graphe de chevauchement des intervalles couvrants du résultat de 1’application de
tous les éclatements(—~+—()) de la réalisation d’un graphe { ~, ( }-(1,1)-intervallaire GG est exactement

G.

2.3.7 Classe des {—~, () }-2-intervallaires

Cette classe est incluse dans celle des graphes de trapézoides circulaires, comme indiqué par la
figure 2.18(b).

2.3.8 Classe des {() }-2-intervallaires

La classe des graphes de croisement de trapézoides circulaires a été introduite dans [ ], jus-
tement pour inclure la classe des graphes {()}-2-intervallaires. C’est simplement une variante des
graphes de trapézoides circulaires, dans laquelle on met en relation dans le graphe deux trapézoides
circulaires 77 et T, s’ils s’intersectent et que deux cotés adjacents de 77 n’intersectent jamais un
méme coté de 75, comme illustré par la figure 2.18(c).

2.3.9 Classe des { ~, <, () }-2-intervallaires

Soit un ensemble de 2-intervalles {([j;, k], [l;,mi])/i € {1,...,n}} et le graphe associé. Ce
graphe est un graphe trapézoidal. En effet on peut décomposer tout 2-intervalle en deux intervalles :
[7i, ki] qu’on place sur une premiere ligne, et [—m;, —[;] qu’on place sur la deuxi¢me ligne. On
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i ) Séquences arc-annotées
Séquences arc-annotées

dont le graphe {—,C}-

SULLLCL S (1,1)-intervallaire est K__
| 384 668 ] | 40 J v,
Filtrage : le noeud v
associé a l'arc ajouté Ajout d'un arc, quelconque
est de degré 4
¥, | 2 776 ] | 9 600 ) ey
\4 v, ) ov
Filtrage : vest voisin Ajout d'un deuxiéme arc,
de deux noeuds de V, quelconque %
[ 560 ] | 241 784 |
\% v,
Ve Vg
Y. Ajout d'un deumeme ey Filtrage : v' est voisin M\Vz
Vv, quelconque, associé de 4 noeuds deV UV Vv,
au nouveau noeud v’ o2
[ 157 824 ] | 47 752 ]
I
r Vl
Filtrage : v’'est voisin . . —
de deux noeuds de V, Filtrage : [N(V)NN(v')| = 2
11 384 ] | 3240 |
N v
. r vl V"
Ajout d'un troisieme arc, Filtrage : v” est voisin
quelconque, associé de 4 noeuds de V LV
au nouveau noeud v” 12
[ 1 071 920 ] | 341 040 ]
g v
vl "
Filtrage : v"”est voisin . . , A
de deux noeuds de V. Filtrage : [N(v')NN(v")] = 2
[ 85 648 ] | 40 632 |

’/ v

Filtrage : [N(v)NN(v")| = 2

0

pr—
e’

F1G. 2.16 — Séquence de génération et de filtrage de séquences arc-annotées pour un contrexemple de
graphe non-{—~, C}-(1,1)-intervallaire. Les phases de filtrage servent a réduire le nombre d’objets
a traiter de maniere a éviter I’explosion combinatoire et obtenir un temps de traitement final assez
court (moins d’une minute).
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(a) ’1 'l2 I3 IS I 'l?
(d)
N g Z'< X g;:e AVA <
’1 2_ ———— —— e — 5 IG VZ VS
@ ° & I’ i : v, v,
I 1 y
¢ c 7
’M
(e) 1 3 2 5 6 7
11 ! ™ i !
’.:1 Icz_ 14 IB Ic?
(f) - R — R
] I°

FiG. 2.17 - Une séquence arc-annotée (a), dont le graphe {—~, () }-(1,1)-intervallaire (d) est isomorphe
au graphe de chevauchement de 1’ensemble des intervalles couvrants (c) des (1,1)-intervalles asso-
ciés a I’éclatement(—~+—()) de cette séquence (b). D’autre part, son graphe {(j}-(1,1)-intervallaire (g)
est isomorphe au graphe de chevauchement de 1’ensemble des intervalles couvrants (f) des (1,1)-
intervalles associés a son éclatement(—~—0C, <) (e).

4

L A o -

V’l v3 v’|7 V3
vy, 2 lv..f4
(a) (b) (©

FIG. 2.18 - Un ensemble de 2-intervalles I° et les trapézoides circulaires T associés (b). 7" intersecte
T7 si et seulement si I* —~ I/ ou I' {§ I7, ce qui fournit le graphe {—~, ()}-2-intervallaire associé
(a). T" croise T” (seules des cordes ont une intersection non vide, pas les arcs des trapézoides) si et
seulement si I’ () I/, ce qui fournit le graphe {(j }-2-intervallaire associé (c).

remarque alors que deux 2-intervalles sont en relation d’emboitement si et seulement si les trapezes
correspondants ne s’intersectent pas.

Inversement, on peut montrer que tout graphe trapézoidal est { ~, <, (j}-2-intervallaire, par une
construction illustrée en figure 2.19. Soit I’ensemble de trapezes 7 = {([d,, fil, |d;, f!])/d, fi, d;,
fleR},etm = max fi+ max f1. Alors le graphe { ~, <, (J }-2-intervallaire associé a I’ensemble de

2-intervalles {([d;, fi],[m + 1 — d;,m + 1 — f!])} est exactement le graphe trapézoidal associé a 7 .

2.3.10 Classe des {C }-(1,1)-intervallaires et des { ~, <, ( }-(1,1)-intervallaires

Cette classe est exactement celle des graphes de permutation. En effet, soit GG, un graphe {}-
(1,1)-intervallaire.

Considérons une représentation de G, a laquelle on applique tous les éclatements(—~ —[C, <),
comme montré en figures 2.20(a) et (b). A partir de la séquence arc-annotée aux arcs disjoints ainsi



24 CHAPITRE 2. GRAPHES 2-INTERVALLAIRES

1 5 10 v
1
T vl_
! T, I v v
3 5 v, 4 5

(a) (b)
01 5 10 15 20
T T TF T T T
-l_la T I4 T #
(©)

FiG. 2.19 - Un ensemble de trapezes 7 = {([0, 1], [0, 1]), (]2, 3], [4, 6]), ([5, 6], [0, 3]), ([8, 11], [1, 7]),
([9,10],[8,9])} (a), le graphe trapézoidal associé (b), ainsi qu’un ensemble de 2-intervalles ayant ce
graphe comme graphe { ~, <, ( }-2-intervallaire (c).

obtenue, on étiquette les arcs selon I’ordre de leur extrémité gauche. Soit o(7), I’ordre de 1’extrémité
droite de I’arc ¢ parmi toutes les extrémités droites. La permutation o ainsi définie a GG pour graphe
de permutation. Inversement, a partir de toute permutation o de n entiers, on peut définir une sé-
quence arc-annotée a arcs disjoints dont le graphe {}-(1,1)-intervallaire sera isomorphe au graphe
de permutation de o : celle constituée des arcs (i,n + o(i)), pour ¢ € [1,n].

1 Is Iz ,l5 '[6 IT

A—F V1¢ V4I
>< X Vih Vi Ve
Ve V
21354 67 O

(©) (d

FiG. 2.20 — Une séquence arc-annotée (a) et le résultat de tous les éclatements(—~ —[, <) possibles
sur cette séquence (b). En étiquetant tous les arcs par 1’ordre de leurs arcs gauches, la permutation
définie par 1’ordre des arcs droits (;?ggig;) (c) a un graphe de permutation isomorphe au graphe
{C}-(1,1)-intervallaire de la séquence arc-annotée de départ (d).

Comme énoncé en section 5.1.2, un graphe est un graphe de permutation si et seulement si c’est
un graphe de comparabilité et de co-comparabilité. Ainsi, les complémentaires des graphes {}-
(1,1)-intervallaires, c’est a dire les graphes {—~, <, (}-(1,1)-intervallaires, sont aussi des graphes de
permutation.



Chapitre 3

Stable max et recherche de motifs sur les
2-intervalles

Ce chapitre synthétise les divers algorithmes permettant de trouver au sein d’un ensemble de 2-
intervalles le plus grand sous-ensemble de 2-intervalles disjoints, en autorisant seulement, sur ces
2-intervalles, certaines relations parmi {<, {§, C}.

Le point d’interrogation de I’article [ ] sur la complexité de la recherche parmi un ensemble
de 2-intervalles a support disjoint, du plus grand sous-ensemble de 2-intervalles qui sont uniquement
en relation < ou () est toujours d’actualité, malgré diverses approches infructueuses résumées en
section 3.4.

3.1 2-IP, la recherche de plus long motif respectant certaines contraintes

Description du probleme :

Entrée : un ensemble de 2-intervalles Z = {I',... I}, un entier positif k¥ et un modele R C
{~. <0}

Question : existe-t-il un sous-ensemble Z' C Z, de taille k, qui soit R-comparable (c’est a dire
quevVl<i<j<nIReR/I'"RIoul’RI)?

La complexité varie selon le modele utilisé (autoriser ou non que les 2-intervalles soient en relation
<, () ou ). Dans les cas ol le probleme est NP-complet, Stéphane Vialette propose d’introduire les
restrictions sur le support définies en section 2.1 afin d’obtenir une complexité moins élevée [ ]:

— GENERAL : support sans restriction.

— UNITAIRE : support unitaire.

— DISJOINT : support disjoint.

Notons que le probleme 2-IP(GENERAL,R) correspond a la recherche d’un stable maximum sur
un graphe ({—~, <,C, ( }\ R)-2-intervallaire, et le probleme 2-IP(DISJOINT,R) a la recherche d’un
stable maximum sur un graphe ({~, <,C, (}\ R)-(1,1)-intervallaire.

Précisons cette correspondance dans le premier cas (le second se traitant de fagon identique).
Si ~ ¢ R, pour résoudre le probléme du stable maximum sur un graphe ({—~,<,C,(}\R)-2-
intervallaire G :

— trouver une réalisation en 2-intervalles de G.

— résoudre le probleme 2-IP(GENERAL, R) sur cette réalisation.

Pour résoudre le probleme 2-IP(GENERAL, R) sur un ensemble Z de 2-intervalles :

— construire G, le graphe ({—~, <, C, ( } \ R)-2-intervallaire associé a Z.

— résoudre le probléme du stable maximum sur G.

La complexité des deux problemes n’est donc pas identique. On verra par exemple en section 3.9
qu’on atteint une complexité meilleure en évitant de construire le graphe pour résoudre 2-IP (GENE-
RAL, {<}). Inversement, il est possible que pour un certain R (les cases non remplies du tableau 2.7),

25
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Probleme | 2-IP GENERAL ‘ 2-IP UNITAIRE 2-1P DISJOINT
{<,C,(} NP-complet, cf 3.2 O(ny/n), cf 3.3 (stable max de graphe adjoint)
{<,0} NP-complet 2 (cf3.4)
{C,0} NP-complet O(n?),cf3.5
{<,C} O(n?), cf 3.6 (programmation dynamique)
{0} O(n?), cf 3.7 (prog. dynamique) | O(ny/n), cf 3.8 (clique max de graphe de cordes)
{<} O(nlogn), cf 3.9 (stable max de graphe d’intervalles)
{C} O(nlogn), cf 3.10 (stable max de graphe trapézoidal)

Fic. 3.1 - La complexité des diverses variantes du probleme 2-IP. En particulier, I'utilisation des
graphes de cordes permet d’obtenir une meilleure complexité que celle connue pour le probleme
2-IP(DISJOINT,{()}. Celle de 2-IP(DISJOINT,{ <, ( }), reste en revanche inconnue.

trouver une réalisation d’un graphe ({—~, <,C, §}\ R)-2-intervallaire soit NP-complet, alors que le
probleme 2-IP(GENERAL, R) serait polynomial...

Le tableau de la figure 3.1 indique les diverses complexités des variantes du probleme 2-IP. On
peut noter que la restriction de support unitaire semble n’apporter aucune amélioration : elle est plus
intéressante pour les algorithmes d’approximation pour ce probleme [ ].

3.2 2-IP(GENERAL,{<.C,(})

Trouver le stable maximum sur les graphes de 2-unions est NP-complet par réduction de 3-
SAT [ ]. Donnons I’idée de la réduction : on se place dans le cadre de rectangles aux cotés
paralleles aux axes s’"intersectant” (ou plus précisément, dont les projections sur les axes s’inter-
sectent) pour illustrer un graphe 2-unions. Dans ce contexte, on cherche a représenter une formule
a m clauses et n variables. Pour chaque variable x, on construit, comme illustré en figure 3.2, un
"cycle" de 2m rectangles pour ses diverses valuations dans toutes les clauses {z1, T1, . . ., T, Tpn } de
telle maniere que la projection de chaque rectangle du cycle s’intersecte avec celle de ses 2 voisins
(et seulement avec elles). Ainsi, choisir le plus grand ensemble indépendant sur ces cycles reviendra
a choisir soit tous les x;, soit tous les x;. Construire la z-ieme clause contenant z; (respectivement ;)
reviendra a ajouter un rectangle dont la projection intersecte seulement celle du rectangle représen-
tant T; (respectivement x;), ainsi que celle des 2 rectangles correspondant aux 2 autres littéraux de la
i-ieme clause. De plus, on peut voir que cette construction peut étre réalisée en utilisant seulement
des carrés de c6té 1, donc le probleme 2-IP(UNITAIRE,{<, , () }) est aussi NP-complet.

FIG. 3.2 — La réduction de 3-SAT a MAXIMUMINDEPENDENTSET, le probleme de recherche du
stable maximum, sur les graphes de 2-unions : des cycles de rectangles pour représenter les variables
et leur valuation dans chaque clause. Les arétes grises représentent la présence d’intersection des
projections des rectangles.

On a méme un résultat sur 1’approximabilité de la recherche du stable pondéré maximum :
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Théoréeme 4. [ ] MWIS est APX-dur' sur les graphes t-intervallaires, pour t > 2.

3.3 2-IP(DISJOINT,{<,C,(})

Le probléme correspond a la recherche de stable maximum sur un graphe (1,1)-intervallaire a n
sommets, qui est un graphe adjoint, d’un certain graphe G [ ]. Il se rapporte donc a une recherche
de couplage maximum sur G, qui a n arétes, qu’on peut effectuer en temps O(n+/n) [ ].

3.4 2-IP(DISJOINT,{<,{j})

Ce probleme n’est toujours pas résolu. Résumons tout de méme les approches tentées afin de le
traiter.

3.4.1 Approche par la théorie des graphes

2-IP(DISJOINT,{ <, () }) est équivalent a la recherche d’un stable maximum d’un graphe {—~, C
}-(1,1)-intervallaire. Ce probléme est polynomial sur les graphes parfaits [ ], et sans triplet-
astéroide [ ], mais les graphes {~, C}-(1,1)-intervallaires ne font pas partie de ces classes
puisqu’ils contiennent les cycles (voir section 2.3.5) et donc respectivement C5 et Cy (ainsi que
d’autres petits graphes a triplets astéroides comme illustré en figure 3.3).

VGIV v, Y,
5 2 4
M S S S A v5< §>V3 °r i
1
v, v ® I v, v, (Iﬁjl1ilai ) )
(a) (c) (d)
1° I? I
I 1° 1% 1
()

(2 (h)

Fic. 3.3 - T (a), graphe contenant un triplet astéroide (les trois feuilles) est un graphe {—~, C}-(1,1)-
intervallaire (c). "S3" (c), graphe contenant un triplet astéroide ({vs, vy, vg} par exemple), a aussi une
réalisation {—~, C}-(1,1)-intervallaire (d), tout comme le graphe (e) contenant un triplet astéroide
({v1,vg, v7}) (f), et le graphe (g) contenant un triplet astéroide ({vy, vs, vg}) (h).

3.4.2 Approche par programmation dynamique

Rappelons qu’on recherche dans un ensemble de 2-intervalles a support disjoint le plus grand
sous-ensemble de 2-intervalles qui soient uniquement en relation de précédence ou d’entrelacement.

! dans le domaine des algorithmes d’approximation, APX-dur désigne un probleme tel que s’il existe un algorithme
(1 + €)-approché pour le résoudre en temps polynomial alors il en existe un pour résoudre en temps polynomial tous les
problemes de la classe APX (ceux pour lesquels il existe un algorithme en temps polynomial, mais seulement p-approché
avec p > 1).
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Donnons tout d’abord une décomposition récursive de tout ensemble de 2-intervalles placés seule-
ment en relation de précédence ou d’entrelacement, et montrons que cette décomposition ne suffit
pas pour obtenir un algorithme polynomial de programmation dynamique.

Lemme 3. Soit {I', ..., I"}, un ensemble de 2-intervalles disjoints tels que Vi < j € [1,n], I' < I’
oul" () I, et I} < I (les I' sont uniquement en relation de précédence et d’entrelacement, et rangés
dans le méme ordre que leurs intervalles gauches). Alors 3{ki, ..., ky,} C [1,n] appelé ensemble
de précédence tel que :

I < IR < TP

-Vie [[1,m — 1]],V] 7£ ke Hki,kzqu — 1]], [j Q [k,

— etVj # k€ [kn,n], I’ § I*.

En d’autres termes, on peut extraire un ensemble de m 2-intervalles qui sont uniquement en rela-

tion de précédence les uns les autres (les trois en gras dans la figure 3.4), et tels que les 2-intervalles
restants placés entre deux 2-intervalles consécutifs parmi ces m sont tous en relation d’entrelacement.

FIG. 3.4 — Décomposition d’un ensemble de 2-intervalles se précédant ou entrelacés : on extrait tout
d’abord le 2-intervalle le plus a gauche, puis celui le plus a gauche qui est précédé par le premier,
puis celui le plus a gauche précédé par le deuxiéme. .. : on obtient les 3 intervalles en gras : ', I° et
I®. Les intervalles restants peuvent étre regroupé€s en ensembles de 2-intervalles "consécutifs" (selon
I’ordre des intervalles gauche) tous en relation d’entrelacement : {1t 12, I3, 4}, {I° 15 17} et {I®}.

Démonstration. On procede par récurrence sur 7.
Initialisation : trivial pourn = 1, k; = 1.
Hérédité : supposons que la propriété est vraie pour tout £ < n et montrons qu’elle 1’est au rang
n + 1. Considérons le 2-intervalle le plus a gauche I' = (I}, ;), et ’ensemble des indices des
2-intervalles précédés par I' : {k € [2,n + 1] / I' < I*}
— soit cet ensemble est vide. Or les seules relations autorisées entre les I sont la précédence
et 'entrelacement, donc Vk € [2,n + 1], I* (j I'. Supposons par I’absurde qu’il existe j
et k dans [2,n + 1] tels que I/ < I*. Alors Ij <y If. Or I' { I7, et I} <[, I{, donc
I} <;] I <y IF. Ainsi, I' < I* : absurde puisque I' { I*! Donc 3{k;} = {1} tel que
Vi # k€ [2,n+ 1], 17 (j I*, qui est la propriété recherchée.
— soit il n’est pas vide, on appelle ks son minimum. On applique alors 1’hypothese de récurrence
sur {I* / k € [ka,n + 1]} qui a une taille inférieure ou égale & n pour obtenir un ensemble
{ka, ..., kn} qui vérifie les propriétés voulues. Il reste a prouver que Vj # k € [1,ky — 1],
I’ () I*. Déja, d’apres la définition de ko, pour k € [[1, ks — 1], I' ne précede aucun des autres
I*, donc I* {j I*. De méme qu’au cas précédent, supposons par I’absurde qu’il existe j et k dans
[2, ks — 1] tels que [7 < I*. Alors I5 <) I¥.Or I' () I7, et I <[ I{, donc I3 <[} I} <[ I}.
Ainsi, I' < I* : absurde puisque I' §j I¥! Ainsi Vj # k € [1,ky — 1], I’ (§ I*. En posant
ki1 = 1, on a donc bien trouvé un ensemble {k1, ..., k,,} vérifiant les propriétés voulues.
Etant initialisée et héréditaire, la propriété est bien vraie pour tout n. [

Cette décomposition ne permet pas toutefois d’obtenir un algorithme polynomial de program-
mation dynamique. Méme en ayant le plus grand motif 7, dont I’ensemble de précédence a pour
2-intervalle le plus & gauche 7*2, on ne peut en déduire directement le plus grand motif Zj, 5, dont
’ensemble de précédence a pour 2-intervalles les plus a gauche I¥* < I*2, En effet, il est possible
que certains 2-intervalles entrelacés avec I*! aient leur extrémité droite entre I fQ et 152, empéchant
ainsi de sélectionner certains 2-intervalles de Zj, entrelacés avec [ k2 comme montré en figure 3.5.
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FiG. 3.5 - Exemple problématique pour I’ utilisation récursive du lemme 3 : on ne peut trouver un stable
maximum dont I’ensemble de précédence est {I*, I*} a partir d’un stable maximum dont 1’ensemble
de précédence est {I*}, puisque sélectionner dans le stable maximum les arcs I? et I®, empéche
de sélectionner les arcs I° et I°. Cette sélection de I? et I® permet toutefois de trouver le stable
maximum, constitué des 6 arcs en gris.

3.4.3 Perspectives

Les algorithmes sur les séquences arc-annotées avec des restrictions d’arcs uniquement en relation
d’entrelacement ou de précédence sont rares. Le probleme du bicoloriage? sur de telles séquences

peut étre réalisé de facon simple (par 1’algorithme glouton naturel) en temps polynomial [ 1,
mais fait apparaitre la décomposition exhibée par le lemme 3.
En outre, I’algorithme de programmation dynamique proposé dans [ ], afin de déterminer si

un certain motif de (1,1)-intervalles uniquement en relation de précédence ou d’entrelacement peut
étre trouvé au sein d’un ensemble, plus grand, de (1,1)-intervalles, s’avere finalement buggé, Shuai-
Cheng Li et Ming Li fournissant un contrexemple et finalement une preuve de NP-complétude pour
le probleme [ ].

Mes tentatives de modification du graphe de la preuve "classique" de NP-complétude de la re-
cherche du stable maximum (par une réduction de 3-SAT) pour le rendre {~, C }-(1,1)-intervallaire,
ou de recherche d’une réduction plus directe depuis 3-SAT n’ont toutefois pas fonctionné.

3.5 2-IP(DISJOINT,{C,(})

L utilisation des intervalles couvrants permet d’obtenir un algorithme polynomial, en O(n?y/n),
illustré en figure 3.6.

] EFryr I’

- - - - - -

— — ——

—— —— —

1 2 3 3 2 2 2 1

FiG. 3.6 - Exemple de résolution du probleme 2-IP(DISJOINT,{_, () }) : toutes les cliques du graphe
d’intervalles des intervalles couvrants sont trouvées (matérialisées par les barres grises verticales),
puis on extrait pour chacune le sous-ensemble maximum de (1,1)-intervalles disjoints (indiqués par
une pastille foncée, la taille de I’ensemble étant mentionnée sur la derniere ligne). {1, I*, I°} est
donc par exemple un ensemble maximal de (1,1)-intervalles disjoints et sans relation de précédence.

En effet, les (1,1)-intervalles du motif solution feront partie d’une clique du graphe d’intervalles
des intervalles couvrants, puisque les 2-intervalles du motif ne peuvent étre en relation de précédence.
Or la recherche de toutes les cliques se fait en temps linéaire. Il suffit de parcourir I’ensemble des
intervalles couvrants, de gauche a droite : chacun des e intervalles du support correspond a un point
de fin ou de début d’un intervalle couvrant, donc les intervalles couvrants intersectant cet intervalle
de longueur 1 constituent une clique.

2 Ce probleme consiste a colorier les extrémités des arcs de deux couleurs différentes, de telle sorte que la couleur du
début et la fin de chaque arc soit différente, en minimisant le nombre de changements de couleurs entre deux extrémités
consécutives.
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Pour chacune des e = O(n) cliques ainsi trouvées, on extrait avec 1’algorithme de résolution de
2-IP(DISJOINT,{ <, , {}) (en O(ny/n), voir section 3.3), parmi les (1,1)-intervalles associés a ces
intervalles couvrants, le sous-ensemble maximal de (1,1)-intervalles disjoints.

Chen, Yuang et Yuan proposent un algorithme de meilleure complexité, en O(n?) [ ].

3.6 2-IP(GENERAL,{<.C})

Cette restriction du probleme 2-IP est particulicrement utile aux biologistes puisqu’elle corres-
pond a un ARN sans pseudo-noeud. Il existe un algorithme quadratique de programmation dyna-
mique [ ] qui recherche récursivement des motifs /; X 5Y, o X est le plus grand ensemble
de 2-intervalles en relation < ou [, et tous emboités dans le 2-intervalle (11, I5), et Y le plus grand
ensemble de 2-intervalles en relation < ou L, tous précédés par ([1, o).

Le probleéme est aussi interprétable en termes de recherche du stable maximum dans les graphes
de croisements introduits par Felsner, Miiller et Wernisch [ ]. On obtient aussi une complexité
quadratique par cette méthode [ ].

Chen, Yuang et Yuan proposent un autre algorithme quadratique dans le pire cas, plus précisément
en O(nlogn + dn) [ ], d étant, pour la famille de 2-intervalles fournie en entrée, le nombre
maximum de 2-intervalles ayant leur intervalle support de part et d’autre d’un point.

3.7 2-IP(GENERAL,{(})

Ce probleme revient a rechercher une clique maximale dans un graphe de croisement de trapé-
zoides circulaires G [ ], ce qui revient a chercher, pour tout sommet v du graphe, une clique
maximale dans le sous-graphe de G induit par v et son voisinage : G[A/[v]]. Or il existe une clique
de taille k& dans un tel graphe si et seulement si il existe un stable de taille & dans le graphe G[N[v]],
qui s’avere étre un graphe trapézoidal. Comme mentionné ci-dessus en section 3.10, c’est faisable en
O(nlogn) [ ] ce qui donne une complexité totale de O(n? logn) pour cette approche.

Chen, Yang et Yuan améliorent cette complexité en proposant un algorithme de programmation
dynamique en O(n?) [ 1.

3.8 2-IP(DISJOINT,{(})

Comme on I’a vu en section 2.3.6, ce probleme est équivalent a la recherche de clique maxi-
mum dans le graphe {(j}-(1,1)-intervallaire, qui est un graphe de cordes [ ]. Or, il existe un
algorithme en O(n?) [ , ], et méme depuis tres récemment en O(n+/n) [ ] pour
ce probleme sur un graphe a n sommets, sous réserve de fournir en entrée de 1’algorithme une re-
présentation associée au graphe. La complexité connue pour ce probleme est donc améliorée, de

O(n*) [ 12 O(ny/n).

3.9 2-IP(GENERAL,{<})

Le probleme revient a trouver un stable maximum dans le graphe d’intervalles des intervalles
couvrants des 2-intervalles [ ]. Ceci peut étre fait sans construire le graphe d’intervalles, seule-
ment a partir de I’ensemble des intervalles, en O(nlogn) [ ]. Si I’on fournit en entrée de
I’algorithme la liste ordonnée des extrémités des intervalles, on peut méme utiliser un algorithme en

O(n) [ 1.
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3.10 2-IP(GENERAL,{C})

Comme on I’a vu en section 2.3.9, ce probleme est équivalent a la recherche de stable maximum
dans un graphe trapézoidal [ ]. Or il est possible d’éviter la construction de ce graphe pour
trouver parmi une famille de trapézes le sous-ensemble, de taille maximale, de trapezes disjoints en
O(nlogn) [ ]

Mentionnons aussi que pour le cas 2-IP(DISJOINT,{_}), le probléme est équivalent a la recherche
de stable maximum dans un graphe de permutation, qui peut s’effectuer en O(nloglogn) [ ].
Encore faut-il fournir la permutation a 1’algorithme a partir des (1,1)-intervalles a notre disposition,
ce qui peut Etre fait en temps linéaire par la construction vue en section 2.3.10 si I’on a la liste des
(1,1)-intervalles classés selon I’ordre de leurs intervalles gauches.
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Chapitre 4

2-intervalles équilibrés

Un 2-intervalle ([7, I3) est dit équilibré si les intervalles I; et I, ont méme longueur. On note /(1)
la longueur de [;.

Cette restriction est naturelle dans le contexte de I’ ARN, ot les 2-intervalles représentent des blocs
complémentaires constituent une hélice, et sont donc de méme taille. Elle permet de plus d’obtenir
une amélioration du ratio d’approximation pour le probleme 2-IP({<, (}) [ ]. Nous répon-
dons avec le théoréme suivant a une question de Stéphane Vialette.

4.1 Inclusion stricte de la classe des graphes 2-intervallaires équilibrés

Théoreme 5. La classe des graphes 2-intervallaires équilibrés est strictement incluse dans celle des
graphes 2-intervallaires.

Démonstration. On présente ci-dessous deux exemples de graphes 2-intervallaires qui n’admettent
aucune réalisation en 2-intervalles équilibrés.

Les deux utilisent un méme gadget clé pour empécher toute réalisation d’étre équilibrée. Les
autres gadgets ajoutés sont plus complexes et rendent donc la démonstration plus difficile dans le cas
du premier graphe (figure 4.5, section 4.1.1) par rapport au second (en section 4.1.2), mais un de ces
gadgets (figure 4.2) présente des propriétés intéressantes, qui justifie sa présentation.

4.1.1 Premier exemple de graphe 2-intervallaire non équilibrable

On détaille la construction de cet exemple en trois étapes : un ensemble de huit 2-intervalles qui
permet de simuler un intervalle (présenté en figure 4.2), un ensemble de huit 2-intervalles 1° a I”
qui force I’ordre de placement de 7 intervalles ainsi simulés J' a J7 (en figure 4.4) pour réaliser une
structure qui empéche d’équilibrer trois 2-intervalles I'!, I'* et I’ (en figure 4.1). O

[m]
[m]
7
o

FIG. 4.1 — Si I’on arrive a imposer une telle structure dans la réalisation d’un graphe 2-intervallaire,
comme il est impossible d’y équilibrer les intervalles I'', I'? et I'3, alors le graphe est un graphe
2-intervallaire non équilibré.

Etape 1 : huit 2-intervalles pour constituer un bloc et simuler un intervalle

Idée : dans cette étape, on présente un graphe, ;4 — e, dont toute réalisation est contigué et
constitue donc un bloc.
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Le graphe GG} de la figure 4.2(a) permet de simuler un intervalle, c’est a dire que si dans un graphe
GG ayant G comme sous-graphe induit, un noeud v, n’est reli€ a aucun des 8 noeuds de G, alors dans
toute réalisation de G, les intervalles supports du 2-intervalle I* correspondant 2 v;, n’intersecteront
pas I'intervalle couvrant de I’ensemble des huit 2-intervalles associés aux noeuds de GG;. On peut
I’exprimer autrement : 1’union de tous les intervalles du support de toute réalisation de G; est un
intervalle, ou encore, toute réalisation de ce graphe est contigué.

V1 s ’B . !5
y . l e 11 7 l
2 6 @@ T I T T T o e e
v, v, ‘ I 12 'P - I llz_ll“:_l—l
] E
V4 V8
(@) ) © @

FIG. 4.2 - Toute réalisation du graphe K44 — e (a) (représenté plus lisiblement en (b) grace a la
décomposition modulaire [ 1), "regroupe” les 2-intervalles I', 1%, I, I* 1° 1° 1" et I® en un
bloc. Ce graphe a une réalisation ot chaque intervalle intersecte au maximum deux intervalles (c), et
une ou certains intervalles (17, I 17 et I. 22 par exemple) intersectent chacun trois intervalles (d).

Etudions les réalisations possibles de ;. Pour cela, étudions toutes les réalisations possibles de
G1[V\{vs}]. Les 2-intervalles I, I?, I® et I* étant disjoints, leur support Zge = {[d;, f;], 1 < i < 8,
fi < diy1} est un ensemble de huit intervalles disjoints. De méme, Z,obite, le support de I°, 16 et 17,
est un ensemble de six intervalles disjoints. Soit x;, le nombre d’intervalles de Z,,opie qui intersectent
1 < 8 intervalles de Z5,.. On en déduit directement :

i + T + ) + xT3 + Ty + Ty -+ Tg + Ty + xrg = |Zm0bile| = 6 (41)
De plus, comme il y a 12 arétes dans G;[V'\{vs}] qui est biparti, alors :
T1 + 229 + 3x3 + 4x4 + S5 + 626 + 727 + 818 > 12. “4.2)

Supposons par 1’absurde que quatre intervalles de Z,pje Intersectent chacun moins de deux in-
tervalles de Zg,.. Ces quatre intervalles appartiennent au support de trois 2-intervalles disjoints (I°,
I% et I"), donc nécessairement deux de ces quatre intervalles constituent le support d’un de ces trois
2-intervalles. Ce dernier intersecte donc moins de quatre 2-intervalles, ce qui est impossible, donc :

On peut aussi préciser que pour chaque intervalle support de /5, 1% ou I7, intersectant moins
de deux intervalles de Zg,, il faut que 1’autre intervalle support intersecte strictement plus de deux
intervalles de Zj,. donc :

To+ T S x3+ x4+ x5 + 26+ 27 + T3, “4.4)

Enfin, pour que I’on puisse construire a partir d’une réalisation de G;[V'\{vs}] une réalisation de
G'1, on doit pouvoir placer I® de telle sorte qu’il intersecte trois intervalles disjoints de Zgy.. Ainsi, un
des intervalles supports de I® intersecte au moins deux intervalles [dy, fi] et [d;, fi] (k < ) de Zgxe.
Donc il existe un "trou entre ces deux intervalles", par exemple [ fx, di11], qui est inclus dans un des
intervalles supports de I8. Ainsi, on remarque que /¥ va devoir boucher un des sept trous de Zj,.. Les
intervalles de Z .. ne peuvent donc boucher plus de 6 trous, et en observant qu’'un intervalle qui
intersecte ¢ intervalles consécutifs, pour ¢ > 1, bouche ¢ — 1 trous, on obtient :

To + 2[L'3 + 3%4 + 4ZL’5 + 51‘6 + 61‘7 + 71‘8 S 6. (45)
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Ainsi, les équations 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 et 4.5 sont nécessairement vraies pour toute réalisation de
G[V\{vs}] permettant une réalisation valide de G;.

Supposons par I’absurde que 1’'union de tous les intervalles du support de toute réalisation de
G; n’est pas un intervalle. Alors il existe un trou, c’est a dire un intervalle inclus dans I’intervalle
couvrant de {I', ..., I®}, n’intersectant aucun I*. Cela implique qu’un nouveau trou ne pourra étre
bouché par les intervalles de Z,,opie, donc I’équation 4.5 devient :

To + 2x3 + 324 + 45 + D26 + 617 + T2g < 5. (4.6)

En ajoutant 4.1 et 4.6, et en soustrayant 4.2, on obtient o < —1 : absurde. Donc I’union de tous
les intervalles du support de toute réalisation de G5 est bien un intervalle.

Remarque 1 : on peut continuer les calculs pour trouver des conditions nécessaires sur la réali-
sation de GG; en commengant par ajouter 4.1 et 4.5, et en soustrayant 4.2, pour obtenir z, < 0, c’est
a dire zy = 0. Ceci fournit le systeme :

ZE1+5E2+ZL’3+5L’4+$5+ZL‘6+$7+IL‘8 :6
$2+21‘3+3$4+4I5+5ZL’6—|—6{L'7—|—7ZL‘8 :6
T <4

rT1 < T3+ Ty+T5+ T+ T7+ 8

On remarque alors qu’il n’y a pas de solution s’il existe 7 > 3 tel que z; > 0. Ainsi les intervalles
de Zobile intersectent chacun au plus 3 intervalles de Zg,.. Deux réalisations possibles sont indiquées
en figure 4.2¢) et d).

Remarque 2 : on observe que cet ensemble de huit 2-intervalles ne simule pas exactement un
intervalle. Pour un intervalle /, on peut construire un nombre aussi grand que 1’on veut d’intervalles
deux a deux disjoints pouvant intersecter /, alors que seuls deux intervalles disjoints peuvent avoir
une intersection non vide avec tous les 2-intervalles I, ... I® (dans la réalisation de la figure 4.2¢),
intersecter le premier intervalle avec seulement tous les intervalles gauches et le second avec seule-
ment tous les intervalles droits).

Etape 2 : huit 2-intervalles pour contraindre I’ordre de placement de sept blocs

Idée : dans cette étape, a partir de sept copies du graphe de base constuit a 1’étape précédente, on
crée un graphe dont toute réalisation en 2-intervalles contraint un certain ordre pour ces sept blocs.

Le graphe de la figure 4.4(a) contient sept sous-graphes induits isomorphes a GG, dont I’ensemble
des 2-intervalles dans la réalisation est appelée J%, 1 < ¢ < 7. Montrons que dans toute réalisation
de ce graphe, I’ordre des J? est imposé, a symétrie pres. Plus formellement, en appelant I.oyyrant (/")
’intervalle couvrant de J*, montrons que

— soit [couvrant(J1> <[] [couvrant(JQ) <[] cee <[] [couvrant(J7)a

— soit ]couvrant(J7> <[] Icouvrant(JG) <[] e <[] [Couvrant(Jl)- ‘

Montrons tout d’abord que si J* et J/ sont disjoints (tous les 2-intervalles de J* sont disjoints des
2-intervalles de J7), alors les intervalles couvrants ouyrant(J?) €t Teouvrant(/7) sont disjoints. Sup-
posons par 1’absurde que ce ne soit pas le cas. Alors il existe un 2-intervalle It dont un
des intervalles support intersecte Icouvram(ﬂ). Or d’apres la propriété démontrée a la section pré-
cédente, ™Mt p’intersectant aucun 2-intervalle de J7, il n’intersecte pas Ioouvrant(J? ). Contradic-
tion ! Ainsi, les J* étant deux a deux disjoints, leurs intervalles couvrants Ieouyran(J¢) sont aussi deux
a deux disjoints, donc on peut définir o, la permutation associée a I’ordre des I ouyrant (- i), c’est a dire
telle que Icouvrant(JU(l)) <[] [couvrant(JU(2)) <H cee <H ]couvrant<<]g(7))-

On cherche donc a montrer que pour toute réalisation du graphe de la figure 4.4, seules deux
permutations sont possibles pour o (I’identité et son renversement).

I° = (I, 1), I' = (I3, 1), I? = (I5, I) et I* = (I, I3) sont des 2-intervalles disjoints, leur
support Zgisioins €St donc constitué de huit intervalles disjoints, séparés par sept intervalles "trous".
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On peut donc définir ¢’, la permutation associée a I’ordre des [ c’est a dire telle que Iy <[y
[g/(g) <H .. <H [gr(g).

Sept intervalles disjoints, les Ioourant(/°) doivent intersecter chacun deux intervalles disjoints
parmi huit (les /), ils doivent donc chacun "boucher” un intervalle trou différent.

En notant Loyyran(J*) = [d;, fi], et I, = [d},, f}], on a donc :

d;/(l) < do‘(l) < fclr’(l) < d;./(Q) < fa(l) < do—(g) < fclr/(Q) < ... < do’(?) < fé,(,?) < d:r’(S) < fo‘(7) < fclr/(g)

Ainsi, en suivant la ligne des réels dans ’ordre croissant a partir de d’,,,, on rencontre suc-
a’(1)

cessivement un intervalle support de I (1 < [ < 4), un Iouyrane(J?), un intervalle support de I,
un Leouyrant(J%), -+ un Ioouyran(J°), un intervalle support de [ !, Chaque fois que 1’on rencontre un
Teouvrant (J Z) comme il n’intersecte que deux 2-intervalles et qu’on a déja rencontré un des deux
I' qu’il intersecte, alors le prochain intervalle rencontré sera intervalle support de 1’autre 2-intervalle
qu’il intersecte. Ainsi, a chaque ordre possible sur les I, et les Ieouyranc(JJ%), ON peut associer un che-
min eulérien dans le multigraphe de la figure 4.3, dont les noeuds correspondent aux 2-intervalles
I' et dont les arétes correspondent aux intervalles Towvrant(J?). o est I’ordre des arétes dans le par-
cours, et | 25| est ’ordre des noeuds dans le parcours (la fonction k — | %51 | donne le numéro du
2-intervalle dont [}, est intervalle support).

©nJ

@

Fic. 4.3 - L’ensemble des parcours eulériens de ce multigraphe est en bijection avec I’ensemble des
ordres possibles pour les I* et les Teowvrant(J*) du graphe de la figure 4.4(a) dont on exclut les sommets
I*, k > 3. Par exemple, le parcours eulérien (1%, J, It J2 1% J3, I3, J4 1° J5 1%, J6 I, J7 I3)
correspond a I’ordre visible dans la réalisation de la figure 4.4(b).

On génere donc tous les ordres possibles grace a un algorithme qui énumere tous les parcours
eulériens sur le multigraphe de la figure 4.3 (procédure récursive qui pour tout noeud du graphe
explore en profondeur le graphe jusqu’a ce qu’il atteigne aréte déja visitée) : il y en a 88.

Prenons maintenant en compte les contraintes venant des 2-intervalles 14, I°, I et I”, intersec-
tant respectivement les cinq intervalles ' JJ2.J3 et I3, I2J2J3J% et 10, I3 J3J4J5 et 12, I°J*J5J6
et I'. Ainsi, chaque 2-intervalle [ L4 < | < 7, intersecte 3 intervalles couvrants que 'on re-
nomme Ji (1), Jo(l) et J3(I), et deux 2-intervalles que 1’on renomme /;(!) et I5(!). En considérant
P, = {(), Ja(l), J5(1), 11 (1), I2(1)} comme un ensemble de points de passage du parcours eulé-
rien, il faut que pour tout 4 < [ < 7, le parcours contienne 5 points de P; présents consécutivement
ou 4 points de P; présents consécutivement et un autre quelconque, ou encore 3 points de P; présents
consécutivement et 2 autres points P; présents consécutivement (précisons que ces conditions sont
nécessaires et pas suffisantes, elles servent juste a éliminer les parcours eulériens invalides). Or, on
vérifie que seuls quatre parcours eulériens parmi les 88 contiennent 3 points de P; placés consécuti-
vement pour tous les P :

— le parcours voulu (19, J*, 1Y, J2 12 J3, 13, J4 10, J° 1% JS I', J7 I3),

— son symétrique,

—C =1 JY I g2 12 g3 3, g7 1, g6 1%, g5, 10, J4 13),

— son symétrique.

Or sur le parcours C, considérons Ps = {J3, J4, J° 1% I3} : J?, I? et J? sont bien consécutifs
dans C, mais pour atteindre .J°, on est obligé de passer par J 6 ¢ Pg, et pour atteindre J 4 méme
depuis J°, on doit passer par I° ¢ Ps. Donc ce parcours est invalide, et son symétrique I’est aussi.
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Finalement, il existe bien un seul ordre possible (a symétrie pres) sur les J°. Par la suite, on
considere seulement les réalisations respectant I’ordre Ieouyrant(J*) <[] Loouwrane(J?) <[] ... <[]
Teouvrant(J7), I’ autre cas se traitant par symétrie.

1° e

(b)

FIG. 4.4 - Toute réalisation du graphe (a) contraint I’ordre de J*, J2, J3, J*, J?, J% et J7, en particulier
la réalisation (b).

Etape 3 : six blocs dans un ordre contraint pour empécher I’équilibrage de trois 2-intervalles

Idée : En utilisant six des sept blocs définis a 1’étape précédente et en exploitant le fait que leur
ordre est contraint, on ajoute trois 2-intervalles qui ne peuvent étre équilibrés, a cause de la génante
présence des blocs.

On ajoute au graphe obtenu a 1’étape 2 trois noeuds, I'!, I'? et I" et les intersections indiquées
en figure 4.5. Etudions toutes les réalisations possibles de ce graphe en fonction des contraintes
impliquées par ses arétes :

— I intersecte J®, J¢ et I3, et n’intersecte ni I° placé entre J° et I'intervalle gauche de I3, ni I!

placé entre .J¢ et I’intervalle droit de I3. Donc un de ses intervalles supports intersecte a la fois
J? et JO. 1l peut alors intersecter aussi /2 et 1%, donc le second intervalle de I"® doit intersecter
I3, I et 17,

— De méme, I"? intersecte J?, J* et I', et n’intersecte ni 12 placé entre .J® et Iintervalle gauche de
I', ni I° placé entre J* et I'intervalle droit de I'. Donc un de ses intervalles supports intersecte
a la fois J;3 et J,. Il peut alors intersecter aussi I3, 14, et I® donc le second intervalle de I"® doit
intersecter 11, I'* et I'3.

— On a donc placé un intervalle de I"' et un intervalle de 1'%, de facon disjointe. Cherchons ou
placer le second intervalle de I"®. Pour cela, étudions toutes les possibilités pour placer un point
d’intersection de I"? et 1’3, qu’on appelle z € R. Soit x se trouve en dehors des intervalles
déja placés, c’est a dire a gauche de I’intervalle gauche de I° ou a droite de I’intervalle droit
de I? : dans le premier cas, comme I n’intersecte pas I°, il ne pourra pas intersecter /' ; dans
le second, comme I'? n’intersecte pas .J7, il ne pourra pas intersecter /. x appartient donc a
un des intervalles supports des /¥ ou un des J*. Seuls I? et I° intersectent a la fois I'? et 3.
Supposons que z appartienne 2 I’intervalle droit de I°, alors z appartient aussi a J° ou I? :
impossible car I’> n’intersecte pas J° ni I2. Supposons alors que x appartient a I’intervalle droit
de I : impossible, car I'? qui n’intersecte pas J7 ne pourra alors pas intersecter 1. Il reste donc
le dernier cas : x appartient a I’intervalle gauche de I® et I’intervalle gauche de I°. Donc le
second intervalle de I'® intersecte I’intervalle déja placé de I’?. Il est méme strictement inclus
dedans puisqu’il n’intersecte ni J3 ni J*.
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— Il reste a placer le second intervalle de I ainsi que les deux de I"*. I'! doit intersecter J? et 1”3,
Or il n’intersecte pas J3, placé entre .J? et les deux intervalles de I"®. Ainsi, I’intervalle gauche
de I'! intersecte J2, et son intervalle droit intersecte I’3. Comme I’! n’intersecte pas I°, alors
son intervalle droit /! intersecte en fait I'intervalle droit I5* de I’3. Or il n’intersecte pas J° ni
J®, donc I} est strictement inclus dans 77, il intersecte alors bien /2. L’intervalle gauche de
I'" doit intersecter J*, J2, I', I*.

— Considérons un point d’intersection y de I'* et I'*. S’il appartient a lintervalle droit de I,
alors il est aussi strictement entre J° et .J°, donc il ne peut intersecter I' ! y appartient donc a
I'intervalle gauche de I'', qui intersecte lui-méme J', J2, I', I* et le second intervalle ;2 de
I"? intersecte I'intervalle gauche de I'. Comme il n’intersecte pas J* et J2, alors il est méme
strictement inclus dans ’intervalle gauche 7' de I'.

Ainsi, pour toute réalisation du graphe on a les relations I(I]*) < I(I}?), I(I}") < I(I4%), et
I(I!*) < I(1}"). Supposons par 1’absurde que le graphe soit 2-intervallaire équilibré, alors I(I}') =
I(IY) et 1(1%) = 1(157) donc I(I5%) > 1(I4Y) = (1Y) > I(I%) = 1(15%) > I(I}?), donc I(I})°) #
I(I}*) : impossible !

Le graphe 2-intervallaire de la figure 4.5(a) n’est donc pas 2-intervallaire équilibré.

I'2 &L I'3 —
-

1 1
J1 JZ J3 I J4 J5 JG J7
[ o [ o Y s [ s [ s Y s Y

=1
(b)

FiG. 4.5 - Un graphe n’admettant pas de réalisation par des 2-intervalles équilibrés (a), et une des ses
réalisations 2-intervallaires (b).

4.1.2 Second exemple de graphe 2-intervallaire non équilibrable

Cet exemple plus simple a démontrer que le précédent, et avec moins de sommets, fonctionne
toutefois sur le méme principe de base : on construit un graphe dans lequel toute réalisation impose
la présence de blocs génants, empéchant d’équilibrer trois 2-intervalles.

Dans I’exemple précédent, les blocs étaient constitués par un ensemble de huit 2-intervalles. Dans
celui-ci, ils seront constitués par des trous entre intervalles.

Etape 1 : K; 5 pour contraindre une réalisation contigué

L'utilisation de K53 comme gadget pour les graphes 2-intervallaires est introduite par West et
Shmoys [ ] comme mentionné dans la preuve du théoreme 1. L’intérét de ce graphe est que
toutes ses réalisations 2-intervallaires, qui sont de profondeur 2, sont constituées d’intervalles conti-
gus, et forment donc un bloc, comme illustré en figure 4.6.
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B e

(@) (b)

FIG. 4.6 - Un graphe K 3 (a) dont toute réalisation en 2-intervalles est constituée d’intervalles conti-
gus (b).

Etape 2 : Une chaine de sept blocs K5 3 pour imposer I’ordre de six trous entre ces blocs

En reliant deux K5 3 par un sommet de leur S5, on oblige les 2-intervalles de leur réalisation a se
regrouper deux blocs successifs qui se recouvrent a une extrémité, mais font aussi apparaitre un trou
comme illustré en figure 4.7.

@ Qoeee@eOPe0e @eODeceO@eOP o0
OISO I SOOI 210K

1 § 14 d 4 d

®) | | | | | | | | | | | |

FIG. 4.7 - Une chaine de sept K 3 (a) dont toute réalisation en 2-intervalles fait apparaitre 6 trous (b).

Etape 3 : Six trous dans un ordre contraint pour empécher I’équilibrage de trois 2-intervalles

On ajoute au graphe créé a 1’étape précédente trois noeuds représentant I, /2 et I3 comme in-
diqué en figure 4.8. La présence des trous fournit les relations suivantes pour toute réalisation en 2-

FiG. 4.8 — Un second exemple de graphe 2-intervallaire non équilibré (a) : toute réalisation fait appa-
raitre sept blocs, et donc six trous indiqués par les boites bleues étroites qui empéechent d’équilibrer
les trois 2-intervalles I, I2, et I3.

intervalles du graphe : [(1,*) < [(I5%), I(I,") < (L"), et I(I;?) < I(I3%), ce qui permet de conclure
comme en fin de section 4.1.1 que le graphe n’a pas de réalisation 2-intervallaire équilibrée.
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4.2 NP-complétude de la reconnaissance des graphes 2-intervallaires équili-
brés

Théoreme 6. La reconnaissance des graphes 2-intervallaires équilibrés est un probléme NP-complet.

Démonstration. On reprend la construction de West et Shmoys [ ] dans la preuve du théoreme 1.
11 faut tout d’abord modifier légerement la transformation de graphe utilisée : dans celle illustrée en
figure 2.12, on a relié deux sommets appartenant respectivement au Sz du K53 H; et au S5 du Ks 3
Hj. Or les deux extrémités de la réalisation 2-intervallaire équilibrée de K5 3 exhibée en figure 4.10
sont occupées seulement par des éléments du S5. Ainsi, il faut plutot relier un sommet du S5 de H,
avec un du S5 de H,, comme dans la figure 4.9. Cette modification ne change rien au reste de la
preuve de West et Shmoys.

M(v) v, H, v,
H O Ol o[ o O ol ol
1 @ ENe [© @Do e e B
[—1
ol | 0 . R (V1)
Hyz | , 162 ‘
) (éo’éiﬁ 2(n-1) 83 80 162(n-2)/2 = 81(n-2) i
77+79(165+2n)

F1G. 4.9 — Transformation de graphe de la réduction de West et Shmoys adaptée au cas équilibré : il
existe une réalisation 2-intervallaire équilibrée du graphe G’ (qui a été dilatée ci-dessus pour étre
lisible) ssi il existe une H-représentation pour son sous-graphe induit G, ssi il existe un cycle hamil-
tonien dans G.

FIG. 4.10 - Réalisation 2-intervallaire équilibrée de K5 5 : les sommets du S5 sont représentés a I’aide
d’intervalles de longueur 7 et ceux du S3 avec des intervalles de longueur 11. Remarquons que K35 3
n’a pas de réalisation unitaire. En effet les noeuds de degré 5 ont un de leurs deux intervalles de
longueur 1 dans la réalisation qui doit intersecter au moins trois intervalles disjoints de longueur 1 :
absurde.

Prouvons maintenant que la réalisation 2-intervallaire de G’ peut bien étre équilibrée. Pour cela on
précise les longueurs de tous les intervalles correspondant aux sommets de G illustrés en figrue 4.9 :
— on peut équilibrer tout K 3, et en particulier /73, comme montré en figure 4.10 pour obtenir une
longueur totale de 79.
— on peut alors affecter une longueur 83 aux intervalles de v.
— les intervalles des autres v; peuvent avoir longueur 3, et leurs M (v;) 79, donc par le calcul
illustré dans la figure 4.9, les intervalles de z peuvent avoir longueur 80 + 82 + 2(n — 1) + 3,
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c’est a dire 163 + 2n.

— on dilate H; de telle sorte qu’un trou entre deux intervalles consécutifs correspondant a des
sommets de son S3 puisse contenir un intervalle de z, c’est a dire ait pour longueur 165 + 2n :
apres dilatation, H; a donc pour longueur 79(165 + 2n).

Finalement, on a donc exhibé une réalisation 2-intervallaire équilibrée de G’ de longueur totale

13273 + 241n (qui elt donc été difficilement représentable sans utiliser des dilatations dans la fi-
gure 4.9). [

4.3 Bilan sur les inclusions de classes 2-intervallaires équilibrées

Théoreme 7. On a les inclusions suivantes :
{(1,1)-intervallaires} & {2-intervallaires unitaires} & {2-intervallaires équilibrés} & {2-intervallaires}

Démonstration. Les inclusions sont évidentes, et on a déja vu I’inclusion stricte pour la classe des
2-intervallaires équilibrés. Le graphe "étoile" K ¢, dont la réalisation en 2-intervalles est visible en
figure 4.11(a), est un exemple de graphe 2-intervallaire équilibré qui n’est pas 2-intervallaire unitaire,
et K 4, a la réalisation en figure 4.11(b), est un exemple de graphe 2-intervallaire unitaire qui n’est
pas (1,1)-intervallaire. Il

I° il I° 1
T T TP PP T AT T T

() (b)

FIG. 4.11 — Une réalisation du graphe 2-intervallaire équilibré mais pas 2-intervallaire unitaire K g
(a), et une réalisation du graphe 2-intervallaire unitaire mais pas (1,1)-intervallaire K 4 (b).

La reconnaissance des graphes 2-intervallaires équilibrés étant NP-complete par le théoreme 6 et
celle des (1,1)-intervallaires étant linéaire [ ], on peut s’interroger sur la complexité de la recon-
naissance des classes de graphes 2-intervallaires unitaires, ainsi que des graphes (x, =) intervallaires
pour x > 2.

Pour mieux situer la complexité de la reconnaissance de la classe des 2-intervallaires unitaires,
faisons le lien entre cette classe et celle des (z, z)-intervallaires.

Lemme 4. {2-intervallaires unitaires} = | {(x,x)-intervallaires}.
rEN*

Démonstration. L'inclusion D est évidente, pour I’autre il suffit de “dilater” la réalisation unitaire afin
que tous les intervalles aient des bornes a coordonnées entieres. Notons que dans la définition des
graphes (z, x)-intervallaires on a imposé que les intervalles supports soient des intervalles ouverts,
alors que ce n’est pas le cas pour les graphes 2-intervallaires unitaires : il faut étre vigilant lors de la
“dilatation” aux extrémités d’intervalles placées au méme point et effectuer si nécessaire de 1égeres
perturbations similaires a 1’éclatement(—~+—(). O

En étant plus précis on peut relier la complexité de la reconnaissance des classes de graphes
(x, z)-intervallaires a celle des graphes 2-intervallaires unitaires :

Lemme 5. Si la reconnaissance des graphes (x, x)-intervallaires est polynomiale pour tout x, alors
celle des graphes 2-intervallaires unitaire est polynomiale.

Démonstration. On peut montrer qu'un graphe a n sommets est 2-intervallaire unitaire si et seule-
ment si il est (4n, 4n)-intervallaire. L’ implication < est évidente. Pour I’implication =, considérons
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le support Z = {Iy,...,I;} d’une réalisation d’un graphe 2-intervallaire unitaire G. Soit I;,, I’in-
tervalle intersectant le plus d’intervalles de Z, c’est a dire que /;, maximise, pour ¢ variant de 1 a £,
{I; € Z/I, N I; # (0}|. On note m ce maximum, on a m < k < 2n. [;, intersectant m intervalles,
il contient moins de 2m extrémités d’intervalles, soit moins de 4n extrémités d’intervalles. Ainsi la
procédure de dilatation d’intervalles permet d’obtenir une réalisation (4n, 4n)-intervallaire et se fait
bien en temps polynomial. 0

Théoréme 8. Soit v € N,z > 2. La classe des graphes (x, x)-intervallaires est incluse strictement
dans celle des graphes (v + 1, x + 1)-intervallaires.

Démonstration. Fixons x > 2, et exhibons un graphe (x + 1, z + 1)-intervallaire qui n’est pas (z, )-
intervallaire.

Soit le graphe complet K, et un couplage parfait {(v;, v}),i € [1,x]}. On appelle K, le graphe

obtenu a partir de K,, de la fagon suivante :

— on efface les arétes (v;, v]) du couplage,

— on ajoute quatre graphes K, 4 — e : X, Xy, X3, X4. Pour chaque graphe X;, on appelle vz et v}

les deux sommets de degré 3,
on relie v7 et vg,

on relie tous les v; & v} et v3,
on relie tous les v} a vg et vg,

— on ajoute deux sommets a et b, qu’on relie a tous les v; et les v., et on relie a a deux sommets
de X adjacents et de degré 4 dans X (c’est a dire différents de U; et v}) et b a deux sommets
de X, adjacents et de degré 4 dans X, (c’est a dire différents de v;l et vﬁ),

— on ajoute un sommet a’ que 1’on relie a a, tous les v;, v;, et vé, ainsi qu’un sommet b’ relié a b,
tous les v}, vy, et vj.

Cette construction est illustrée en figure 4.12(a), et on constate avec la figure 4.12(b) qu’il est possible
d’en construire une réalisation (z+1, z+1)-intervallaire. Toutefois, il n’est pas possible de construire
une réalisation (x, x)-intervallaire de K, ce que I’on montre ci-dessous par récurrence sur z.

(b)

FiG. 4.12 - Le graphe K (a) a une représentation (5,5)-intervallaire mais aucune représentation (4,4)-
intervallaire.
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Dans la suite de la démonstration, on utilisera les mémes notations pour les sommets et les 2-
intervalles qu’ils représentent. Les notations vf] et v’ désignent 2 la fois les sommets du graphe, et
I’intervalle du 2-intervalle correspondant qui se trouve a I’extrémité de X; (on ne considérera jamais
le second intervalle du 2-intervalle associé au sommet v, ou U; qui se trouve a I'intérieur de X;). En
appelant v; 4 et v; 4 les intervalles gauche et droit de v;, en procédant de méme pour v;, et en notant
g(I) et d(I) les extrémités gauche et droite d’un intervalle /, on montre aussi dans la preuve par
récurrence que pour toute réalisation 2-intervallaire unitaire de K7, il existe un ordre o € S, tel que :

= s0it g(vg) < 9(Vo()g) < .- < g(vcr(x)g) < 9( big) < - <9 ) < 9(vg) < g(vg) <
9(Vo(),a) < - < g(Vs(1),a) < 9(v, o(z),d Q) <. < 9(”;(1) d) (U )s

~ soit g(vy) < 9( b(1),g) < - < gv ?.mg) (Ua(l),g) - < (Vo) < 9(v3) < g(vg) <
Q(Ué@),d) <oo<g(v a(l),d) < 9(Vo@.a) < -+ < g(voq), d) < g(vg)-

Initialisation : supposons par I’absurde qu’il existe une réalisation (2,2)-intervallaire du graphe
K. Alors en particulier X; a une réalisation (2,2)-intervallaire et en considérant seulement les 2-
intervalles correspondant 2 X il reste seulement un intervalle de longueur 1 de v} qui a une extrémité
inoccupée : or v} est adjacent de v; et vy qui ne sont adjacents d’aucun autre sommet de X; donc
cet intervalle de longueur 1 intersecte un intervalle de v; et un intervalle de v,, donc v; et v, ont
un intervalle en commun. En répétant le méme raisonnement avec X* et v3 au lieu de X! et v}, on
obtient que le second intervalle de v; est €gal au second intervalle de v, donc vy = v, : absurde !
Ainsi K, n’a pas de réalisation (2,2)-intervallaire.

Etudions maintenant toutes les réalisations 2-intervallaires unitaires de K/ pour prouver qu’une
des inégalités voulues est toujours respectée.

Idée de la preuve : nous étudions tout d’abord le placement des intervalles intersectant ceux de
v1. On procede de méme pour ceux intersectant vo, v], et v5. On en déduit que les blocs correspon-
dant a X, Xo, X3 et X, se succedent dans cet ordre ou dans I’ordre inverse, et que les intervalles
correspondant aux v; et aux v, sont situés nécessairement entre X; et X, d’une part, entre X3 et X,
d’autre part (figure 4.14). On termine en examinant les positions relatives possibles des intervalles
des v; et des v,.

Remarquons d’abord que a est adjacent de deux sommets de X; qui n’ont aucun autre voisin hors
de X;. Donc un intervalle de a est bloqué a I'intérieur de la réalisation contigué¢ de X;. De méme,
un intervalle de b est bloqué a I'intérieur de la réalisation contigué€ de X,. Dans la suite, on considére
donc seulement I’intervalle restant a placer de a et b. De plus, o’ étant relié a v} et v;, un de ses
intervalles intersecte I’extrémité gauche de X, et I’autre intersecte son extrémité droite. De méme,
un intervalle de O’ intersecte I’extrémité gauche de X et I’autre son extrémité droite.

Le sommet v; est adjacent de quatre sommets non adjacents deux a deux : a, b, v}, et v, donc
chacune des 4 extrémités de v, est occupée par un des intervalles de ces sommets.

Supposons par ’absurde qu’un méme intervalle de v intersecte v} et v3. Son second intervalle
intersecte un intervalle de b, et un de a. Si une méme extrémité de a intersectait v; et a’, b devrait
intersecter a ou v; (voir figure 4.13) : ce n’est pas le cas, donc les deux extrémités de a sont occupées
I’une par a’ et I’autre par v;. Or, v doit intersecter a, mais pas a’ ni v; : absurde ! Ainsi, un intervalle
de v; intersecte v} et I’autre intersecte v3.

Si1’on suppose par I’absurde qu’un méme intervalle de v; intersecte v} et b, par une démonstration
similaire a celle ci-dessus (en inversant b et 1)3), on aboutit a une contradiction.

Donc un intervalle de v, intersecte v} & une extrémité et a a I’autre, et I’autre intersecte v3 A une
extrémité et b a I’autre. En inversant v; et vy, v} et v5, dans la démonstration ci-dessus, on obtient
aussi qu’un intervalle de v, intersecte v} & une extrémité et a a I’autre et son autre intervalle v} & une
extrémité et b a I’autre. En inversant a et b, v} et v, v} et vy, v] et v;

— puis v} et vy, on obtient de méme qu’un intervalle de v} intersecte vé a une extrémité et b a

1’autre et son autre intervalle vg a une extrémité et a a I’autre.

— puis v5 et vy, on obtient de méme qu’un intervalle de v} intersecte v;* a une extrémité et b a
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FiG. 4.13 - Le graphe K/ (a) a une réalisation 2-intervallaire contrainte : un méme intervalle de v, ne
peut intersecter v} et v3, car si ¢’était le cas (b) on ne pourrait placer v}, qui doit intersecter a mais
pas a’ ni vy.

I’autre et son autre intervalle ’U; a une extrémité et a a ’autre.

Ainsi, I’intervalle de a qui n’intersecte aucun 2-intervalle de X intersecte vy, vs, v} et v5. L'inter-
valle de b qui n’intersecte aucun 2-intervalle de X intersecte vy, vy, v} et v).

En prenant en compte le fait que v?2 et vg’ sont adjacents, et en notant a, I’intervalle gauche et a4
I’intervalle droit de a, b, I'intervalle gauche de b, et by son intervalle droit, on a obtient pour toute
réalisation 2-intervallaire de K, une des deux inégalités suivantes, illustrée en figure 4.14 :

~ soit g(ag) < g(vg) < glaa) < g(vy) < g(vy) < g(by) < g(vy) < g(ba),

= soit g(by) < g(vy) < g(ba) < g(vg) < g(v]) < glag) < g(vg) < g(aa).

1’ Vz V1’ Vz

FiG. 4.14 — Toute réalisation de K, fait apparaitre les intervalles de a, vcll, Ug, vﬁ, bet v;‘, dans I’ordre

illustré ci-dessus ou dans 1’ordre inverse.

Pour aboutir aux inégalités voulues il reste a étudier le placement des intervalles des v; et des v;.
Traitons uniquement le cas de la premiere inégalité, I’autre cas se traitant par symétrie. Supposons
que g(v1,4) < g(vey). Comme v, et vy non adjacents, alors I’intervalle vy 4 est strictement a gauche
de v; , donc vy 4 est strictement & gauche de vy, donc ces deux intervalles ne s’intersectent pas. Or
vy est adjacent de v}, donc v; et v doivent avoir des intervalles droits qui s’intersectent (comme
de plus v et v} ne sont pas adjacents, et que v; est a droite de vy, on obtient g(vy ;) < g(v] 4)).
En supposant par ’absurde que g(v; 4) < g(vs,4), avec un raisonnement similaire sur les intervalles
droits, on obtient qu’ils ne peuvent s’intersecter. Cette contradiction nous donne g(v24) < ¢(v1.4).
Enfin, comme v, et v} sont adjacents, et que leurs intervalles droits ne s’intersectent pas, alors leurs
intervalles gauches s’intersectent. Or les intervalles gauches de v, et v}, ne doivent pas s’intersecter,
donc g(v; ,) < g(vy,). Finalement, on a donc g(v1,) < g(va,) < g(vy,) < g(vy,) < g(vaa) <
9(va) < g(vyq) < g(vyq).

En supposant que g(vz,4) < g(v14), on obtient de méme g(va,) < g(v1,4) < g(v5,) < g(vy,) <
g(v1a) < g(vaq) < g(vy4) < g(vy,4). Ainsi, pour toute réalisation 2-intervallaire unitaire de K73, il
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existe un ordre ¢ = 12 ou 0 = 21 tel que :
~ 80t 9(v3) < 9(Vo(1),9) < 9(Vo(2).9) < 91 ,) < 9(V2) ) < 9(v]) < 9(vg) < 9(Vo(2)a) <
9(Vo(1y,a) < g(V] o(2),d 2) < 9(“:7(1)@) < g(vﬁ),
= soit g(vg) < 9(vy1)4) < 9(WV2)4) < 9(Uo(1)g) < 9(Vo2)9) < (V) < 9(v7) < 9(V134) <
g(v(/;( 1),d ) < g(UO'( ),d) < g<va(1),d) < g(vcll>

Hérédité : supposons que pour un certain z, K/, n’est pas (r — 1, z — 1)-intervallaire mais qu’il
est (x, z)-intervallaire et que toute réalisation (x, x)-intervallaire vérifie une des inégalités voulues.

Le graphe K _, est un sous-graphe induitde K = (V. E) : K, | = K[V \ {v;,v.}|. Ainsi,
par hypothese de récurrence, il existe un ordre o € Sm,l tel que pour toute réalisation 2-intervallaire
unitaire de K :

= s0it g(vy) < 9(vo()g) < oo < G(Vote-1)9) < 9(W0y,) < o0 < 9V ,) < 9(V]) <
9(v3) < 9(Vo(e-1),a) < ... < Q(Uo(l)ﬁl) ( Uptooya) < -+ <9y 4) < 9(vy)s

— soit g(vg) < g(v g(l)g) e <90y g) < 9(e)g) < -t < 9(Us-1)g) < g(vg) <
9(v7) < 9(vy1y4) < ( D) < g(va(x D) < - < g(Usy,a) < g(vg)-

Il reste a étudier le placement de v, et de v’ . Traitons seulement le cas ou la premiere inégalité est
vérifiée, I’ autre cas se traitant de méme. Comme v, est adjacent de v(}l, etque Uéu) non adjacent de v(}l,

9(vy) < g(vz) < g(v}y),)- Notons alors vy = v, et définissons j = 1 +max{i € [0,z —1]/g(v;) <
g(v.)}. On appelle ¢’ € S, la permutation définie par :

On a ainsi les inégalités :

g(Ué) < g(va’( 1),9 ) <...< g(vo "(j— l)g) < g(vx g) < g(vo (]+1),g)/< < g(va’(x),g)

4.7
< g(v;’(l),g) - < g( o’'(j—1),9 ) < g(va’ (j+1) ,g) <...< g(va’(:ﬂ),g) < 9(”3)7 ( )

g(v ) < 9(Vo/(a )d) < < g(Wer(1),d) < 9(Var(j-1).d ) <. < g(va/(1)7d2
< g(v, (), g <o < 9( 1(+1), 2) < 9(v,, 1(-1), g <o < 9(”;'(1)@) < g(vy)-

L’intervalle gauche de v, n’intersecte donc aucun des intervalles gauches Uf;/(i) pour ¢ > j. Or

(4.8)

v, est adjacent des vf‘,(i) pour ¢ > j, donc son intervalle droit intersecte leur intervalle droit, donc
9(e,a) > (Vo (j41),0)-

Supposons par I’absurde que g(vga) > g(Vor(j—1),4). v, est adjacent de vyr(j_1), mais pas de
vz. Or 'l intersecte 'intervalle droit de vyr(;_1), 1l doit intersecter aussi I’intervalle droit de vy,
puisque g(vz.q) > g(vor(j—1),4)- De plus, s’il intersecte son intervalle gauche, il doit aussi intersecter
I’intervalle gauche de v, puisque g(vgl(j_l)jg) < ¢(vs,4) (d’apres 4.7). 11 ne peut donc intersecter
aucun intervalle de v,(;_1) : contradiction ! Donc g(vg,4) < g(Ver(j—1),q)- Ainsi, ona:

9(Vor(j+1),d) < 9(Vad) < 9(Vor(j-1).0) 4.9)

Comme ¢(vzq) < g(Vor(j—1),4) €t qUE Upr(j_1) €t v;,(jfl) ne sont pas adjacents, alors ’intervalle
droit de v, ne peut intersecter 1’intervalle droit de v/, (j—1) donc c’est I'intervalle gauche de v, qui
doit intersecter I’intervalle gauche de v/,,;_,,, ce qui est impossible si g(vVy/(j-1),9) = g(vsg). Donc,
d’apres 4.7 :

9(Vor(j-1),9) < 9(Vag)- (4.10)

Il reste a étudier le placement des deux intervalles de v/,. Comme v/, n’est pas adjacent de v, et

que g(Vor(s),9) < 9(vg,g < pouri < j, alors I’intervalle gauche de v/, ne peut intersecter les intervalles
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gauches des v,/(;) pour i < j, donc son intervalle droit doit intersecter leurs intervalles droits, donc
on doit avoir :
9(vpq) < g<vz/7/(jfl),d)‘ 4.11)
De méme, I’intervalle droit de v'x ne pouvant intersecter les intervalles droits des v,/(;) pour i > j,
son intervalle gauche doit intersecter leurs intervalles gauches, et donc :

90, 0) < g(Whiiii1).g)- (4.12)

Enfin, si I'on avait g(v; 4) < (v}, ;41 4), comme Pintervalle droit de v, intersecte I'intervalle

droit de v;,( 1) I’intervalle droit de v, intersecterait I’intervalle droit de v/, ce qui est impossible,
donc :

9(Vgr1y.a) < 9V 4)- (4.13)

De méme, si I’on avait g(v; , < g(vg,(;_y),)), U'intervalle gauche de v; intersecterait I'intervalle
gauche de v,, donc :

g(”é’(j—l),g) < g(vclc,g)' (414)

En injectant les inégalités 4.10, 4.11 et 4.13 dans 4.8 et les inégalités 4.9, 4.12 et 4.14 dans 4.7,
I’ordre o’ vérifie bien 1’inégalité voulue.

Ainsi, on a en particulier g(vy(1),4) < ... < g(Us(1),+) (ou bien I’ensemble des inégalités inverses),
et un méme intervalle de v} doit tous ces v; pour i € [1, z], ainsi qu’un intervalle de X; qui n’inter-
secte aucun des v;. Il doit donc nécessairement avoir longueur = + 1 : ainsi K, n’est pas un graphe
(z, x)-intervallaire.

Conclusion : Etant initialisées et héréditaires, les propriétés voulues du graphe K sont vraies
pour tout x > 2. ]



Chapitre 5

Annexe : théorie des graphes

5.1 Quelques définitions

5.1.1 Des définitions de base

Un graphe G est défini comme un ensemble V' de n sommets ou noeuds, et un ensemble £ C V2
de m arétes reliant ces sommets. Si deux sommets peuvent étre reli€s par plusieurs arétes, on parle
de multigraphes. Une aréte reliant deux sommets v et v’ est notée (v, v’). Dans le cas de graphes non
orientés, (v,v') = (v, v).

Deux sommets reliés par une aréte son dits adjacents ou voisins. Le voisinage ou voisinage ouvert
d’un sommet v, soit I’ensemble de ses sommets adjacents, est noté N '(v). Sa taille est appelée degré
du sommet v et un sommet de degré nul est dit isolé. Un graphe dont tous les sommets sont de
degré d est dit d-régulier. Le voisinage clos est défini comme N[v] = N (v) U {v}. Un graphe est
connexe si pour tous sommets x et y, il existe un chemin reliant = a y, c’est a dire une suite de noeuds
(vo = z,v1,...,v541 = ¥) telle que v; voisin de v; 1 pour tout ¢ de [0, k.

Le complémentaire d’un graphe non orienté G, noté G, est le graphe de sommets V' et d’arétes
V2\E (si deux sommets v et v’ sont adjacents dans G, ils ne le seront pas dans G et inversement).

Le sous-graphe de G induit par un sous-ensemble de sommets S C V, noté G[S] est le graphe
de sommets S et d’arétes E N S2, c’est a dire le graphe obtenu en gardant de G ses sommets dans
S et toutes les arétes les reliant. Soit G’ un graphe. On dit qu’un graphe G est sans G’ si aucun des
sous-graphes de GG n’est isomorphe (identique a réétiquetage des noeuds pres) a G'.

5.1.2 Des classes de graphes

K, est la clique, c’est a dire le graphe complet, a n sommets : Yv,v" € V,(v,v') € E. Son
complémentaire (c’est a dire le graphe sans arétes a n éléments) est noté S, et appelé le stable a
n éléments. On note P, le chemin, ou la chaine a n sommets, c’est a dire le graphe a n sommets
V1, ..., U, et n — 1 arétes (v;,v;11), pour 1 < i < n. Sil’on ajoute une n-ieme aréte (v,,v;), on
obtient le cycle a n sommets C),.

v

1 V1 Va Y5 A - va

a a

Vs v, VY v, \/\/ Vs: [Vz V1 1%% V2

vV

& a

4 v; v v; v, Y, 4 v . Ya
(©) (d) (e)

() (b)

F1G. 5.1 - La clique K5 (a), le stable S5 (b), le chemin P; (c), le cycle C5 (d), le graphe biparti complet
K2,3 (e).

Un graphe (V, E) dont I’ensemble de sommets V' peut étre partitionné en V7 U V; de telle sorte
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que V) et V5 sont stables est un graphe biparti. Si de plus £ = V; X V,, c’est a dire que toutes les
arétes entre V) et V5 sont dans G, alors le graphe est biparti complet, et noté Ky, | |v,|-

Un arbre est un graphe connexe sans cycle. Un graphe triangulé est un graphe sans C}, pour
k > 4. Un cographe est un graphe sans Pj.

Un graphe de comparabilité est tel qu’il existe une orientation transitive de ses arétes. Un graphe
de co-comparabilité est tel que son complémentaire est un graphe de comparabilité.
Soit 7 = (ﬂ(ll) " ﬂ&)) une permutation. Le graphe formé des sommets v;,7 € {1,...,n} reliés ssi
(i — 7)(7 (i) — 7 1(j)) < 0 (i et j sont inversés par la permutation) est un graphe de permutation.
On peut visualiser ces inversions d’entiers dans la permutation comme montré en figure 5.2 : tracer
deux lignes paralleles, et y placer n points étiquetés par {1, ..., n} dans I’ordre croissant, puis relier
tout entier ¢ de la premiere ligne a 7(7) de la deuxieme, les intersections de ces liens correspondent
alors aux arétes du graphe. On remarque que le complémentaire d’un graphe de permutation en est

12345678V v,
%e<8 6/'/
e vev

LN \J

1 4 2 8 5 6 3 7 Vs
(a) (b)

e

12345678

1 4285637) par des liens entre deux lignes paralleles (a),

FiG. 5.2 - La représentation de la permutation (
et le graphe de permutation associé (b).

un aussi (de la permutation 7’ : i +— w(n + 1 — i); "renverser" la permutation permet en effet
d’inverser les présences ou absences d’intersections de liens). D’autre part, le complémentaire d’un
graphe de permutation est un graphe de comparabilité (si v; et v; ne sont pas reliés, alors les liens
correspondants entre les deux lignes paralleles ne s’intersectent pas, on peut donc ordonner v; et v; :
v; < w; st < j, etlarelation < ainsi obtenue est bien transitive). Ces deux remarques montrent que
si un graphe est de permutation, alors c’est un graphe de comparabilité et de co-comparabilité. Il y a
en fait équivalence, d’apres le théoreme de Dushnik et Miller [ ].

Une extension des graphes de permutation, en considérant la construction de ces graphes en tant
que graphes d’intersection illustrée en figure 5.2(a), est la classe des graphes trapézoidaux. Pour
définir cette classe, considérons deux lignes horizontales. Un trapéze entre ces deux lignes est défini
comme une paire de segments, un sur celle du dessus et 1’autre sur celle du dessous. Un graphe est
trapézoidal s’il existe un ensemble de trapezes correspondant aux sommets du graphe tel que deux
sommets sont joints par une aréte si et seulement si les trapezes correspondants s’intersectent. Les
figures 2.19(a) et (b) illustrent cette définition.

Une autre classe de graphes d’intersection est celle des graphes de cordes, qui sont les graphes
d’intersection des cordes d’un cercle. On peut démontrer 1’égalité entre cette classe de graphes et
celle des graphes de chevauchement d’intervalles (chaque noeud correspond a un intervalle, on place
une aréte si les deux intervalles se chevauchent), par une construction réalisant 1I’équivalence entre
intersection de deux cordes et chevauchement de deux intervalles, illustrée en figure 5.3. De méme
que pour les graphes de permutations, on peut définir une surclasse de celle des graphes de cordes,
la classe des graphes de trapézoides circulaires [ ], qui sont bien siir les graphes d’intersections
des trapézoides circulaires (constitués par I’union de deux cordes d’un cercle ainsi que les deux arcs
de cercle reliant ces cordes, comme illustré en figure 2.18).

Un triplet astéroide est un ensemble indépendant de trois sommets tels que tout couple de sommets
parmi ces trois est reli€é par un chemin qui évite le voisinage du troisieme. Par exemple, les graphes
de la figure 5.4 contiennent des triplets astéroides. Un graphe est dit sans triplet astéroide (ou AT-
free) | ] si aucun ensemble de trois de ses sommets forme un triplet astéroide.
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Fic. 5.3 - [llustration de I’équivalence entre les intersections de cordes d’un cercle et les chevauche-
ments d’intervalles.

VeI V1 V2 v1 /V1
v 3V vﬁ 4 ivs 14 / b‘:s'\‘—‘/\:/z
20V e d 6
AN AR Ly

() (b) © (d) (e

FiG. 5.4 - Quelques petits graphes contenant un triplet astéroide (respectivement : les feuilles pour (a),
{v1,v3,v5} pour (b), {ve, vy, v6} pour (c), {vy, vs,v6} pour (d), {vy,vg, v7} pour (e)).

2-intervallaires cordes sans triplet ast. parfaits

co-comparabilité

triangulés
planaires extérieurs comparabilité
adjoints
trapézoidaux bipartis
arcs circulaires
permutation
arbres
intervalles cographes
FiG. 5.5 - La hiérarchie de quelques classes de graphes [ ] : les arétes orientées (C; — C3) de

ce graphe indiquent que la classe C5 est incluse dans la classe (.

5.1.3 Des transformations de graphes

La 2-subdivision du graphe G = (V, E') consiste & remplacer dans ce graphe chaque aréte (v, v’)
de FE parun P, : v — vy — ve — v'. Ainsi, le graphe G’ résultant de la 2-subdivision de G a |V'| + 2| E|
sommets et 3| E| arétes.

L adjoint du graphe G = (V, E) est G' = (E, E’), ou (e, €¢') € E' < eet e, sommets de G’ mais
aussi arétes de GG, ont une extrémité commune dans GG en anglais) de G a les arétes de G comme
sommets et les relie si les arétes correspondantes dans (G avaient une extrémité commune.

5.2 Quelques problemes sur les graphes

5.2.1 Couverture de sommets

Une couverture de sommets est un sous-ensemble V'’ de sommets de V' tel que toute aréte de F
relie un sommet de cet ensemble V' & un autre sommet de V', comme montré en figure 5.6. Plus
formellement, V' C V' est une couverture de sommets de G si Ve = (v,v') € E,v € V' ouv' € V',
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7

FIG. 5.6 - L’ensemble des sommets blancs constitue une couverture de sommets (minimale) du graphe.

Le probleme MINIMUMVERTEXCOVER consiste a trouver une couverture de sommets de taille
minimale (cette taille est alors appelée nombre transversal du graphe G, notée 7(G)).

MINIMUM VERTEXCOVER est NP-complet [ ] par réduction de 3-SAT, en construisant pour
toute instance de 3-SAT avec n variables et ¢ clauses! un graphe bien choisi avec 2n + 3¢ noeuds (un
noeud étiqueté par chaque variable et sa négation, ainsi qu’un noeud étiqueté pour chacun des trois
littéraux d’une clause) et n + 6¢ arétes (les trois littéraux de chaque clause reliés entre eux, ainsi qu’a
celui des 2n noeuds dont I’étiquette lui correspond).

5.2.2 Ensemble indépendant

Un ensemble indépendant, ou stable, est un sous-ensemble de sommets de V' non adjacents. Le
probleme MAXIMUMWEIGHTEDINDEPENDENTSET, abrégé en MWIS ou WIS, consiste, étant donné
des scores a chaque noeud de V/, a trouver I’ensemble indépendant dont la somme des scores des
noeuds est maximale. Soit plus formellement, en affectant a chaque noeud v le score s(v) € N, et en

se fixant & dans N, savoir s’il existe V' C V telque |J s(v) > ketVu,v' € V', (v,0) ¢ E.
veV’

Ce probleme est NP-complet. En effet, en posant s(v) = 1 pour tout noeud v, on tombe sur le
probleme MAXIMUMINDEPENDENTSET (MIS) qui consiste a trouver le plus grand ensemble indé-
pendant d’un graphe, et qui est NP-complet, par réduction de MINIMUMVERTEXCOVER. En effet,
V' est une couverture de sommets si et seulement si V\V’ est un ensemble indépendant, comme
montré en figure 5.7. Ainsi, le complémentaire d’une couverture de sommets de taille minimale est
un ensemble indépendant de taille maximale.

(a) (b)

FiG. 5.7 - L’ensemble des 3 sommets blancs de (a) est un ensemble indépendant, et les sommets noirs
constituent une couverture de sommets. I’ ensemble des 5 sommets blancs de (b) est I’ensemble
indépendant maximum, ou stable maximum, du graphe et les sommets blancs forment la couverture
de sommets minimum déja rencontrée en figure 5.6.

5.2.3 Clique

Trouver la clique maximale d’un graphe G consiste a trouver le sous-ensemble de sommets de
taille maximale tel que le sous-graphe induit par lui est une clique. Cette taille maximale est appelée
nombre de clique de G et noté w(G).

I clause : disjonction de littéraux, c’est a dire de variables ou de négations de variables.



5.2. QUELQUES PROBLEMES SUR LES GRAPHES 51

Ce probleme, noté MAXCLIQUE est NP-complet par réduction de MAXIMUMINDEPENDENTSET.
En effet, V' est un une clique maximale de G si et seulement si c’est un stable maximum de G, le
complémentaire de G.

5.2.4 Coloration

Le nombre chromatique d’un graphe G, noté x(G), est le nombre minimum de couleurs néces-
saires pour colorier ses sommets de telle sorte que deux sommets adjacents n’aient pas la méme
couleur. On peut remarquer que dans une clique, tous les sommets doivent avoir une couleur diffé-
rente, donc w(G) < x(G).

Le probléeme du K -COLORIAGE consiste a savoir si un graphe GG donné en entrée est K -coloriable,
c’est a dire tel que x(G) < K. Ce probleme est NP-complet pour G quelconque et K > 3.

Un graphe est dit parfait si son nombre chromatique est égal a son nombre de clique. Cette classe
de graphes est importante [ ], puisqu’elle contient de nombreuses autres classes utiles, comme
on peut le voir sur la figure 5.5.

L’index chromatique d’un graphe G, noté x'(G), est le nombre de couleurs nécessaires pour co-
lorier ses arétes de telle sorte que deux arétes adjacentes n’aient pas la méme couleur. C’est donc
le nombre chromatique du graphe adjoint de GG. Le déterminer pour un graphe quelconque est NP-
complet [ ].

5.2.5 Domination

On dit qu’un sommet domine son voisinage clos. L’ensemble des sommets dominés par un sous-

ensemble V' de V est donc |J MN[v]. Si cet ensemble dominé est égal a V, on dit que V' est un
veV’
ensemble dominant.

Trouver I’ensemble dominant d’un graphe arbitraire de taille minimale est NP-complet, par ré-
duction de VERTEX COVER [ ] : une couverture de sommets sur un graphe correspond a un
ensemble dominant sur le graphe ot chaque aréte (v, v’) a été remplacée parun Py : v — u — v'.

5.2.6 Couplage maximum

Un couplage d’un graphe G est un ensemble d’arétes non adjacentes de G. Quand cet ensemble
est maximal, c’est a dire qu’on ne peut y ajouter d’aréte sans perdre la propriété de non-adjacence,
on parle de couplage maximal. Si I’ensemble est de taille maximale parmi tous les couplages de G,
on le qualifie de couplage maximum. La taille de cet ensemble est alors appelée nombre de couplage
du graphe, et notée v(G). Enfin, un couplage est dit parfait si tout sommet du graphe est relié a une
aréte du couplage.

Si I’on connait un couplage maximum d’un graphe G, alors la couverture de sommets de GG doit
contenir au moins un sommet de chaque aréte de ce couplage, donc elle a une taille supérieure a ou
égale a v(G). On a donc pour tout graphe v(G) < 7(G). Il y a égalité pour les graphes bipartis.

Déterminer le couplage maximum d’un graphe se fait en temps polynomial, a 1’aide de recherches
de chemins augmentants (c’est a dire de chemins qui commencent et finissent par une aréte n’ apparte-
nant pas au couplage, ces deux arétes n’ayant pas de sommet commun, et font alterner successivement
une aréte du couplage, et une aréte n’y appartenant pas). Pour des graphes bipartis (V; W V5, F), en
ajoutant une source reliée a tous les sommets de 1 et un puits relié€ a tous ceux de V5, les chemins aug-
mentants peuvent étre vus comme des chemins augmentant un flot dans ce nouveau graphe [ ]
et donc le probleme peut étre résolu par 1’algorithme de Ford Fulkerson [ ]. Pour les graphes
non-bipartis, Edmonds propose un algorithme qui consiste a gérer efficacement les cycles [ ],
et Micali et Vazirani ont un algorithme plus compliqué en O(m+/n) [ ]. Ces approches sont
regroupées dans une synthese de Zviv Galil [ ].
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5.2.7 Coupe maximale

Une coupe est une partition des sommets d’un graphe en 2 ensembles. Trouver la coupe maximum,
ou coupe de poids maximum (probléme MAXCUT), consiste a trouver la partition V' = SWwT telle que
la taille de I’ensemble d’arétes joignant les sommets de S a ceux de 7, soit {(vy,v2)/v; € S etwvy €
T}, est maximale. Ce probleme est NP-complet [ ].

5.2.8 Cycle hamiltonien

Un cycle hamiltonien est un cycle qui contient tous les sommets de V. Vérifier si un graphe
quelconque contient un cycle hamiltonien est NP-complet [ ].

5.2.9 Cycle eulérien

Un cycle eulérien est un cycle qui contient toutes les arétes de . Un graphe non orienté connexe
possede un cycle eulérien si et seulement si tous ses sommets sont pairs. Un graphe non orienté
connexe possede un parcours eulérien si et seulement si tous ses sommets sont de degré pair a I’ex-
ception d’au plus 2 d’entre eux.

On peut construire un cycle eulérien en O(m) par 1’algorithme récursif suivant : commencer
par construire un cycle partant d’un sommet arbitraire, supprimer les arétes du cycle, puis pour les
sommets restants ayant un degré non nul, construire un cycle.

5.2.10 Dénombrement

n(n=1) Lo . -1 A . <
Ilya2 =2 graphes ayant n sommets étiquetés (pour chacune des % arétes non orientées,

on choisit si elle appartient au graphe ou pas). Trouver le nombre g(n) de graphes a2 n sommets non
étiquetés, c’est a dire le nombre de graphes non isomorphes a n sommets, est un peu plus compli-
qué. On est amené a faire appel au théoreme d’énumération de Pdlya [ ], ce qui est détaillé
dans [ ], ou dans la Wikipedia?, et qui permet de trouver la formule asymptotique pour 7 au
voisinage de +00 :

n(n—1)
2

g(n) ~ —

Les premiers termes sont les suivants® : 1, 1,2, 4, 11, 34, 156, 1 044, 12 346, 274 668, 12 005 168,
1018 997 864. ..

2http://en.wikipedia.org/wiki/Pélyaenumerationtheorem
3http://www.research.att.com/~njas/sequences/A000088 [Slo]
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Chapitre 6

Annexe : dénombrement des séquences
arc-annotées

Dans ce chapitre, on présente diverses méthodes de dénombrement des séquences arc-annotées',
en fonction du nombre d’arcs ou du nombre d’extrémités.

6.1 Majoration du nombre de séquences arc-annotées

Cherchons un majorant de AA(n), le nombre de séquences arc-annotées a n arcs non étiquetés.
Commencons par dénombrer celles a arcs disjoints, étiquetés, et ou les extrémités des arcs sont
étiquetés (ainsi ’arc (1,2) est différent de ’arc (2, 1)) : cela correspond au nombre de fagons de

placer les 2n sommets des arcs, soit (2n)!. Pour obtenir les séquences aux extrémités non étiquetées,
gardons uniquement celles ot les arcs sont de la forme (i,7+ 1) (et pas (i+1,7)):ilyena % Pour
obtenir les séquences aux arcs non étiquetés, on divise par le nombre d’étiquetages possibles pour

. on)! .. . R .
les arcs, ce qui donne (QH”H),. Pour passer outre la restriction des arcs disjoints, on doit autoriser les

arcs a avoir une extrémité commune, c’est a dire que I’on "recolle" certains ensembles d’extrémités
consécutives (Voir figure 6.1 (a)) . On va donc majorer AA(n) par le nombre de tous les "recollements”

possibles de toutes les (2,12, séquences arc-annotées non étiquetées a arcs disjoints (la majoration est

stricte, puisque les recollements de la figure 6.1(b) et (c) sont interdits) :
(2n)122n=t  (2p)I2nt

AA =
(n) < 2| n!

6.2 Génération

On peut calculer les premieres valeurs de AA(n) en générant sur ordinateur toutes les séquences
arc-annotées a n arcs, considérées dans cette section, pour plus de clarté, non plus comme des en-
sembles de couples d’intervalles unitaires mais comme des ensembles de couples d’entiers.

Pour cela, on remarque qu’une séquence arc-annotée Z a n+ 1 arcs peut-€tre générée de facon non
ambigué a partir d’une séquence arc-annotée 7’ a n arcs, en ajoutant un arc supérieur, pour 1’ordre
lexicographique, a tous ceux de Z. Ainsi, on peut utiliser 1’algorithme 1 de la page 55 illustré en
figure 6.2.

On trouve les premieres valeurs suivantes :

AA(1) = 1, AA(2) = 6, AA(3) = 62, AA(4) = 900, AA(5) = 16824, AA(6) = 384668.

! Voir dans la note 1 de bas de page notre définition des séquences arc-annotées, qui correspondent ici en fait a des
graphes a sommets ordonnés, sans sommet isolé.
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"yYr {r{r I° "YPeE fPYr
I1 D ’2 ’3 D ’4 D Is D Is I? I1 12‘3 ’4 ’5 Ie,r
(@) (b)
1" YI? P I® 1" YI? IR ] I®

I'IDIQ I3DI4|:|I5 IEDIT ’1DI2DI3DI4 ISD’GDIT
(c) (d

FiG. 6.1 — Pour effectuer un recollement, on va placer des boites bleues de séparation entre les extré-
mités d’arcs (a) : toutes les extrémités placées entre deux boites bleues consécutives (/5 et I3 d’une
part, I et [7 d’autre part) seront "recollées" (b). On ne peut effectuer les recollements des extrémités
I, et I5 ainsi que I5 et I (c), puisque les arcs en gras I2 et I3 sont alors confondus, ce qui revient a
supprimer un arc. On ne peut pas non plus recoller les extrémités I, et I; (d), puisque cela supprime
larc 14,

00.0.0;0?0
m

(a) (b)

max max

FiG. 6.2 — [llustration de 1’algorithme 1 de génération récursive des séquences arc-annotées par rap-
port au nombre d’arcs. On souhaite ajouter un arc lexicographiquement plus grand que tous les arcs
présents d’une séquence (a). L’extrémité gauche de ce nouvel arc peut donc se placer sur la derniere
extrémité gauche déja placée d,,.., c’est a dire au niveau du losange, ou apres d,,q., c’est a dire
au niveau des disques et couronnes. Trois cas se présentent alors. Si on place I’extrémité gauche du
nouvel arc en d,,,; (b), on doit placer son extrémité droite apres f,,., sur une extrémité existante
(disques) ou en créant une nouvelle extrémité (couronnes). Si on place I’extrémité gauche du nouvel
arc apres d,,q, sur une extrémité existante d (c), on doit placer son extrémité droite apres d, au ni-
veau des disques ou des couronnes. Si on place I’extrémité gauche du nouvel arc apres d,;,q, sur une
nouvelle extrémité d + 1 (d), on doit décaler les extrémités apres d puis placer son extrémité droite
apres d + 1, au niveau des disques ou des couronnes.

Comme I’algorithme 1 génére toutes les séquences a n arcs, il est en O(AA(n)), et calculer des
valeurs plus grandes de AA(n) avec cet algorithme prend plusieurs minutes sur un PC de bureau.
Toutefois, ces 6 valeurs ont suffi a vérifier, au moment de la réalisation de ce travail, que cette suite
n’était pas référencée dans 1I’encyclopédie en ligne des entiers [Slo].



6.2. GENERATION

Algorithme 1 (Génération des séquences annotées de taille n, illustré en figure 6.2).
GENERATION(entier n) — ensemble d’ensembles de n couples d’entiers
IZ=0;
sin=2:
—alors Z' = {{(0,1)}};
— sinon Z' = GENERATION(n — 1) ;
Pour tout S € 7 (S est un ensemble de n — 1 couples d’entiers, ¢’est a dire une séquence
arc-annotée a n — 1 arcs) faire :
— Ajoutd’'unarca S :
dmaxz();fma:r:();fm:o;
Pour tout (d, f) € S :
— sid > dpe alors dige = ds frnae = f3
—si f,, > falors f,,,=f;
— Cas 1, ajout d’un arc sur la derniéere extrémité gauche d,,,; :
— Cas 1.1, extrémité droite sur une extrémité droite :
Pour tout f de fa. +12a f, :
-7I'=7"U {SU [dmaxaf]};
— Cas 1.2, extrémité droite juste apres une extrémité droite :
Pour tout f de fy,4: 2 fin -
— 7' =7'" U { DECALE(/,S) Uldmaz, [ + 1]} ;
— Cas 2, ajout d’un arc apres la derniére extrémité gauche d,,q, :
— Cas 2.1, extrémité gauche sur une extrémité droite :
Pour tout dde d,,o, +1a fo, :
— Cas 2.1.1, extrémité droite sur une extrémité droite :
Pour tout fded+1a f, :
-I'=7T'U{SUld, fl};
— Cas 2.1.2, extrémité droite juste apres une extrémité droite :
Pour tout fdeda f,, :
- 7'=7"U{ DECALE(f,S) U[d, f + 1]};
— Cas 2.2, extrémité gauche juste apres une extrémité droite :
Pour tout d de d, ., a o, :
— Cas 2.2.1, extrémité droite sur une extrémité droite :
Pourtout fded+1a f, :
- 7'=7"U{DECALE(,S) U[d+ 1, f + 1]};
— Cas 2.2.2, extrémité droite juste apres une extrémité droite :
Pour tout f de d a f,, :
— 7'=7"U { DECALE(d,DECALE(f,S) U[d + 1, f + 2]};

DECALE(entier f,,;,, ensemble de couples d’entiers Z) — ensemble de couples d’entiers
Pour tout (d, f) € 7 :

= 8i [ > fmin alors T=T\{(d, /)} U{(d, f +1)};

retourner 7 ;
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6.3 Dénombrement a nombre fixé d’arcs

Apres avoir présenté un algorithme pour générer les séquences a n arcs, récursif du point de vue du
nombre d’arcs, on présente une formule utilisant une récurrence par rapport au nombre d’extrémités
afin de calculer AA(n, e), le nombre de séquences arc-annotées a n arcs et e extrémités.

Le calcul qui suit se fonde sur une autre construction récursive non ambigué des séquences arc-
annotées suggérée par Dominique Rossin : une séquence arc-annotée a e extrémités est une séquence
arc-annotée a e — 1 extrémités a laquelle on a ajouté un certain nombre d’arcs partant d’une extrémité
supplémentaire qu’on ajoute a la fin, illustrée en figure 6.3(a) ou c’est la séquence constituée unique-
ment d’arcs ayant la derniere extrémité comme extrémité droite, comme en figure 6.3(b). Ce dernier
cas est donc une séquence a n arcs et e = n + 1 extrémités.

FiG. 6.3 — Génération récursive, en ajoutant une extrémité, des séquences annotées. Soit un certain
nombre z d’arcs partent de I’extrémité ajoutée (I L I?et P en (a)) , et les autres arcs proviennent de
la précédente étape de récurrence. Soit tous les arcs partent de 1’extrémité ajoutée (b).

En notant AA(n, e) le nombre de séquences arc-annotées a n arcs et e extrémités, on peut décom-
poser AA(n) en fonction de e :

2n
AA(n) =Y AA(n,e). (6.1)
e=1

On utilise alors la construction récursive en appelant x le nombre d’arcs qui partent de 1’extrémité
la plus a droite de la séquence (I*, I? et I? dans la figure 6.3a) donc dans cet exemple = = 3), et en
distinguant parmi ceux-ci les y arcs dont I’extrémité gauche est une extrémité gauche partagée avec
un autre arc (I* et I3, donc y = 2 dans cet exemple), et les © — y dont I’extrémité gauche n’est pas
partagée, pourn > 2etpour 1 <e < 2n:

e—1 =z
AA(n,e) = leepir + Z ZAA(n —x,e—1—1y) (e h 1) <e —1- y) (6.2)

z=1 y=0 Yy =y

Ainsi, en remarquant que AA(n,e) = 0sie < 1 oue > 2n et que AA(1,2) = 1, on peut
calculer récursivement tout AA(n). En Java, le plus grand entier longint est rapidement atteint
(AA(15) = 25%) et le temps de calcul avec ces grands entiers est assez long. En revanche, grice a une
transcription du code en Mathematica, en figure 6.4, on arrive a calculer en quelques secondes les 20
premiéres valeurs de AA(n), montrées en figure 6.5.

aln_, e_] :=
aln, e]= Which[n <= 0,0, And[n == 1, e!= 2], 0, And[n == 1, e == 2], 1,
And[n >= 2, e < 1], 0, And[n >= 2, e > 2n], O,
And[n >= 2, 1 <= e <= 2n], KroneckerDeltal[e, n+1]
+ Sum[Sum[a[n—x, e-1-y] Binomiall[e-1, V]
Binomialle-1-y, x-yl, {y, 0, x}]|, {x, 1, e—l}]]
aaln_] := Sum[a[n, el, {e, 1, 2n}]

FIG. 6.4 - Le code Mathematica de calcul de AA(n) (transcription par Ahmed Youssef).
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n AA(n)

1 1

2 6

3 62

4 900

5 16824

6 384668

7 10398480

8 324420840

9 11472953760

10 453518054216

11 19815916826160

12 948348447031440

13 49334804947402800

14 2771902062752597520

15 167281797371598801136
16 10791777047497882651296
17 741135302021991803931360
18 53983717302568691555767360
19 | 4156878464543273462779074240
20 | 337395644452189799264161979424

FIG. 6.5 — Les vingt premiers termes de AA(n).

Depuis la réalisation de ce travail en juillet 2006, la séquence a été proposée a I’encyclopédie en
ligne des entiers [S10]? par Vladeta Jovovié, comme le nombre de graphes ayant un nombre quel-
conque de sommets étiquetés non isolés et n arétes>.

Il propose de calculer AA(n) comme une somme de série convergente, a termes positifs :

v(v—1)

AA(n) =>" w. (6.3)

2v+l
v>0

Il avait auparavant proposé une autre formule pour AA(n, e)*, pour e fixé et n variant de 0 a @ :

AA(n,e) = zn:(—n("—i) (’Z) (%) (6.4)

i=0
Détaillons les calculs pour aboutir a ces deux formules, qui s’ inspirent de ceux de I’article [ 1,
consacré a I’énumération de certaines matrices d’adjacence.
4 N o z A . —1 A
Tout d’abord, générons tous les graphes a v sommets étiquetés et n arétes (parmi les ”(”T) arétes

. . v(v—1)
possibles) : il y en a ( 2 )

On peut aussi les générer en les distinguant selon leur nombre e de sommets non isolés : on a
alors (Z) possibilités pour choisir de tels sommets, et AA(n, e) possibilités pour choisir le graphe a e
sommets étiquetés et n arétes. Ainsi,

v(v—1) v v
( > ) = ; <6> AA(n,e). (6.5)

2http://www.research.att.com/~njas/sequences/A121251

3 En effet, la bijection entre de tels graphes et les séquences arc-annotées est immédiate en considérant les extrémités
comme des sommets et les arcs comme des arétes du graphe.

4 http://www.research.att.com/~njas/sequences/A054548
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Par une inversion de Mobius [ ], on arrive a I’équation 6.4. Pour obtenir 1’équation 6.3, on

+oo
injecte dans 1’équation 6.1 la formule 1 = ) 21% (Z) et donc :

2n +o00
1 (v
A4 =32 4400 ) 5 (1)
e=1 v=e
“+oo v
B 1 v en réindicant et en utilisant le fait que
_;2v+1;AA(n,e)(e) ( AA(n,e) =0sie <loue>2n )
+00 v(v—1)
= Z L < 2 ) (en utilisant I’équation 6.5).
Qu+1 n
v=0

6.4 Dénombrement a nombre fixé d’extrémités

On appelle AA(e,e), le nombre de séquences arc-annotées a e extrémités et un nombre quel-
conque d’arcs non étiquetés. Ce nombre est aussi celui de graphes a e sommets étiquetés et non

1solés. Or pour les générer, on peut procéder de la maniere suivante :
e(e—1)

— générer tous les 2 graphes a e sommets.

— retirer tous les graphes ayant £ sommets isolés : pour chacun, le sous-graphe induit par les
e — k sommets non isolés est un graphe a e — k£ sommets étiquetés et non isolés. Il y a donc
(1) AA(e, e — k) graphes a enlever pour k entre 1 et .

Ainsi : .
e(e—1) (&
AA(e,e) =272 — AA(e, e —k
(0.0) S () Adtee

Cette séquence est présente dans I’encyclopédie en ligne des entiers [S10] :

1,4,41,768, 27449, 1887284, 252522481, 66376424160, 34509011894545 . . .

Shttp://www.research.att.com/~njas/sequences/A006129
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Chapitre 7

Conclusion

Ce stage m’a permis de me plonger dans le monde des 2-intervalles et des séquences arc-annotées,
afin de trouver certaines propriétés de chacun, notamment diverses décompositions des séquences
arc-annotées pour déterminer plusieurs méthodes d’énumération, et quelques petites propriétés sur les
réalisations de graphes 2-intervallaires utiles pour prouver 1’existence d’un contrexemple de graphe
2-intervallaire ne pouvant €tre équilibré.

D’autre part, faire la synthese des connaissances sur diverses classes de graphes apparentées aux
graphes 2-intervallaires m’a permis d’améliorer la complexité de la résolution d’une variante du
probleme 2-IP sur des ensembles de 2-intervalles a support disjoint (ou de fagon équivalente, les
séquences arc-annotées).

Toutefois, méme si j’ai trouvé quelques éléments de caractérisation de la classe des graphes { —~
, C}-(1,1)-intervallaires, ils n’ont pas été suffisants pour lever le dernier point d’interrogation sur le
probleme 2-IP.

D’autres approches pour traiter étudier ce probleme, la programmation dynamique, ou la re-
cherche d’une réduction pour prouver sa NP-complétude, n’ont pas fourni de résultat. C’est pourtant
cette derniere voie qui semble privilégiée avec le résultat récent de NP-complétude d’un probleme
similaire sur les mémes objets [ ].

Enfin, je reste en contact avec Yun-Kang Ahn de 'IRCAM en ce qui concerne les expérimen-
tations en analyse musicale afin de déterminer 1’utilité éventuelle des diverses relations entre 2-
intervalles, et donc de I’utilisation des algorithmes pour le probleme 2-1P, dans ce domaine.
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